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             ۱Analysis 1انالیز          

 د پوهنتون لپاره لکچرنوټونه        

 د ډېرو متحولو یا اووښتونو انالیز    

 یا انالیز دوه                 

 

 نګه لیکونکي:    د شتوتګارت پوهنتون د شمیرپوهنې یا ریاضي څا

 شتوتګارت پوهنتو ن ن ج څخهد مات انلاین څخه یا د               

Smakhan1946gmail.com 

 

 شینواری  (میږي)ژباړی:    ډ اکتر ماخان 

Ketabton.com



 
 سرليک 2 

 

 د لوی څښتن په نامه                     

  ملتاو له پوهې پاتې ، چې په دې لیکنو او ژباړو به مې  زموږ د بې وزلي دې هیله په

 داسې لږ ونډه اخستې وي.لور  د پوهنې پهلپاره  -د لګښت د پوهنې په  لار په ما  -

 
 
 

 ېد ډېرو متحولو یا اووښتونو انالیزد کتاب نوم:  

 

 

 نګه لیکونکي:    د شتوتګارت پوهنتو د ریاضي څا

 د مات انلاین څخه یا د شتوتګارت پوهنتون ن ج څخه              

 ژباړی:    ډ اکتر ماخان میږي  شینواری

Smakhan1946@gmail.com                

 

 د چاپ لړي:   
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 د ژباړي مننه

 

د دې لیکنې مل نورې خپرونې د شتوتګارت د پوهنتون د شمیرپوهنې د څانګې د 
 یل کیږيپلکچرونو لړۍ چاپ باندې 

د هر څه له مخه د هغو لیکونکو پروفیسرانو څخه زیاته مننه، چې د لیکنو څخه یې زما د 
کنو د ژباړې په هیڅ ډول مادي ګټه نه شته او دا ژباړې لپاره تفاهم لري. ماته د دوي د لی

کار مې یوازې په یوه د پوهنې توانمندې ، مګر وروسته پاتې ژبې ویونکي ولس ته 
زموږ په دې اړخ کې  -وړاندې دی، دا دې د دې پروفیسرانو له خوا په پوهنیزه اړخ کې

 سره  مرسته وي. -هم مرستې ته اړ  ولس
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 ۱                                           تابع یا فنکشنبلواک یا 

 ۳                                                       کرښیزې توابع

 ۴                           توابع –فنکشنونه یا یا مربع  -څلورۍ

 ۶                                                        یز توابعږهمغ

 ۹                                    فنکشن  یا په څټ  –برعکس 

 ۱۱                            رنهیعو سره شمتوابفنکشنونو یا د 

 ۲۱                      توابعیا مقعر او محدبې  -ننوتي او وتلي 

 ۲۱                                                                پولینوم

 ۱۱                                 لینومونو سره انترپولیشنود پ

 ۱۳                                                  لینومپو-د لاګرانج

 ۱۱                              ( توابع  کسری یا نسبتينل )  شرا

    ۱۲                               توابع  یا کسري -کمپلکس راشنل

 ۱۲                           په ټوټه مات ټوټه کونه یا تجزیه کونه

 ۳۳                           یقي ټوټه کسر ټوټه ونه یا تجزیهحقد 

 ۳۹                           حقیقي ټوټه کسر ټوټه ونه یا تجزیهد 

 ۴۴                                       مویورې   فرمول-د اویلر 

 ۱۱                                               تانجنت او کوتاجنت

 ۴۱                                                     د ارکوس توابع

 ۴۳                                  دنېیدنې یا رپیهارمونیک لړځ

 ۴۹                                                   اکسپوننشل توابع

 ۱۴                                                         یا   ربح هګټ

 ۱۵                                    ټولیز توان توابع او لوګاریتم

 ۱۲                                                        د ودې قانون

 ۱۲                          رقوانینید توان او لوګاریتم لپاره شم
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 ۱۹                                               های پرابول تابع

 ۵۱                                 د یوې پرلپسې پوله ارزښت

 ۵۵                                                د کوشي   قضیه

 ۵۲                                        همغږیز ه پولې ته تلنه

 ۲۴                                        د پرلپسې پولې ته تلنه

 ۲۲                                     ېښتونی پوله ارزښترنا

 ۲۱                           پوله اینفریور او پوله سوپریور

 ۲۳                                         پرتله کوونکې قضیه

 ۲۱                               ې پنډغالي ټکیرلپسد یوې  پ

 ۲۵                                            مودل -ورهولست

   ۲۵                                                     ریکورژن

 ۲۲                        شنیرکورزیو  اپروکسیم Pi د پي

 ۲۱                    ...    ځانګړي یا ترادفونو د پرلپسیو 

 ۲۴                       .............      لپسېد یوې لړۍ پر

 ۲۵                               هندسي یا ځمککچیزې لړۍ

 ۲۲                                                هارموني لړۍ

 ۲۹                               مطلق پولې ته تلونکې لړۍ

 ۹۴                                    مایورانت او مینورانت

 ۹۲                                                   د وېش قضیه

 ۹۳                                                د ریښې قضیه
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 ۹۴                                                 د لایبنیڅ قضیه

 ۹۲                            وله ارزښتونهپد لړیو ځانګړي 

 ۹۹یا متمادیت                                          دنهیناپرېک

 ۲۴۱یا متمادیت                         دنوالیییو اړخیز ناپرېک

 ۲۴۴                        ...     دونکو توابعو لپاره رېکید ناپ

 ۲۴۲                                             منځ ارزښت جمله

 ۲۴۹                             تلنلاریا برخو  –حو طد دوه س

 ۲۲۴                              دونکي تابع افرطیتید ناپرېک

 ۲۲۲                                   دنوالی  یبرابرډوله ناپرېک

 ۲۲۱           ...   برابرارزښته   ټکي ډول پولې ته  تلنهپه 

 ۲۲۴                                    د توابعو لړۍ پولې ته تلنه

 ۲۲۵            یا پورته پولې         توابعو لړۍ ته مایورانت

 ۲۲۲                        د اکسپوننشل تابع  ضرب اڼخورونه

 ۲۲۹                           ال تابع لړۍ انځورونهننشد اکسپو

 دنه(یلیمشتق)راب

 ۲۱۴                                دنهیلید بنسټتوابعو مشتق یا راب

 ۲۱۲                             دنې کرښزوالی   یلید مشتق یاراب

 ۲۱۲                                                   د ضرب قانون

 ۲۱۹                                             د وېش قانون  یا لار

 ۲۳۴                                       قانون –ځنځیری  لار  یا 

 ۲۳۱                                           ایمپلیڅیت مشتق نیول

 ۲۳۵                                            د لایبنیڅ قاعده یا لار
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                                          ۲۴۲                                دنهیلیراب – تق یاشمي متلوګاری

 ۲۴۳                                                      د رولې جمله

 ۲۴۴                                              منځ ارزښت قضیه  

 ۲۴۱                           ټولیزه )شوې( منخ ارزښت جمله   

 ۲۴۲                                                     سیمبول-لانداو

 ۲۴۲                                          د لو، پیتال قاعده یا لار

 ۲۱۴                           کرښیزاپروکسمیشن ) ورنږدېوالی(

 ۲۱۲                                                   وده د ناټیکاوي 

 ۲۱۳                                        نقانو –ټن تلنلار یا ود نی

 ۲۱۲                                                     د تیلور پولینوم

 ۲۵۲                                              لور لړۍیت  حقیقي د

 ۲۵۳                                                   اکسپوننشل تابع 

 ۲۵۱                                                   د  اویلر فرمول 

 ۲۵۵                                                     د لوګاریتم تابع

 ۲۵۲                                                     نومیال لړۍیب 

 ۲۵۲                            لړۍ مشتق او انتیګرال–د تیلور    

 ۲۲۴                                              لړۍ ضرب-د تیلور

 ۲۲۱                                              لړۍ وېش   -د تیلور

 ۲۲۴                                  ودیزېنه-د راشنل توابعو تیلور

 ۲۲۱                                               لړۍ –د یوې تیلور 

 ۲۲۲                              نهید معکوس تابع د تیولور ودیزی

 ۲۲۲                                             د تیلور ځانګړې لړۍ

 ۲۲۹                                     رنهید پاد نږدې ارزښت شم
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 ۲۲۲                                              اکسترېما)افراطیت(

 ۲۲۱                    یا افرطي ازښتونو ازماېښت –د اکسترېم 

 ۲۲۵                                                               پولینوم

 ۲۹۴         (یتوباسیمپتوتې) یو په بل نه پرېوتونکې یا ګاونډ

 ۲۹۲                 توابعو ګاونډ یا اسیمپتوتې یا کسر -د راشنل

 ۲۹۱                                 د کږو یا منحنیو خبرې یا بحث

 ۲۹۲                                                     انتیګرال-ریمن

 ۱۴۲                                                 ویونهخد انتیګرال 

 ۱۴۲                           رنې منځ ارزښت جملهید انتیګرالشم

 ۱۴۳                                            یا ساده توابع –بنسټیز 

 ۱۴۲                                 د بنسټیزو توابعو لومړني توابع

 ۱۴۲                                       یا پارشل انتیګرالونه -ټوټه

 ۱۱۱                                                          تابع  -دلتا 

 ۱۲۳                                 یا اووښتونو  بدلون –د متحولو 

 ۱۲۹                                 یا اووښتونو  بدلون –د متحولو 

 ۱۱۱               انتیګرالونه د زیاتواره قطب سرهساده راشنل 

 ۱۱۱                                         د راشنلتوابعو انیګرالونه

 ۱۱۲                     د ساین او کوساین  د ضرب انتیګرالونه

 ۱۱۲                ابعو انتیګرالونهود کمپلکس تریګونومتیکي ت

 ۱۳۴                                        نونهیګونومتریکي بدلورت

 ۱۳۳                                د ساین  او کوساین راشنل توابع
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 ۱۳۵                                بدنونو ډکی یا حجم ونیدود څرخ

 ۱۴۲                                د یوې کږې یا منحني اوږدوالی

 ۱۱۱                                                    د ذوزنقې قانون

 ۱۴۲                                                     د ګاوس فرمول

 ۱۱۲                                  ناڅرګند یا نا معلوم انتیګرال   

 ۱۱۱                        د نامعلوم انتیګرال لپاره د پرتلې قضیه

 ۱۱۲                              فنکشن                  –یا  ګاما تابع

 ۱۱۹                                           د کوشي اصلي ارزښت

 ۱۵۴                                        د انتیګرال لاندې مشتقول

 ۱۵۳                                                        قانون-لایبنیڅ

 ۱۵۲                                 د نامعلومو انتیګرالونو مشتقول

 ، د ډاکتر ماخان شینواري چاپ شوې

 ۱۷۲                        لیکنې   چاپیدونکې او چاپ ته چمتو
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 Funktion (     فنکشن )ټیک یې:تابع بلواک یا 
 

 تابع  فنکشن یا بلواک یایو 

 

څخه د یوه  د ارزښت ډېرۍ هرتوکی     د تعریف ورشو    

 تنظیموي.    سره ارزښت 

 سره جوړ دی.  د   ګراف له جوړو    د 
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شو ) تیاره ر( او ارزښت ویا پرتهچې لیدلکیږي، تعریفورشو )رڼه خړه  رې  څخهیلکه د څ

 محور  د ګراف پریوتل  دي.- محور همداسې   په - (  په  یا ولاړه خړه

 لیکونکي: هیولیګ، هورنر، کنش

 د دې لپاره چې د تابع 

 
رامنځ یا لومړنیو توابعو –شو وټاکو،  لومړی دې د په ساده رتعریف ورشو او ارزښت و  

دونکې بندیزونه یا محدودوالی  په پام کې ونیول شي.  د تعریف ورشو  د توکي یته ک

 لوګاریتم باید زیاتیز یا مثبت وي او  د ارزښت ورشو ناکمیز یا نامنفي وي: 

 او      

 په همدې توګه باید ماتلاندې یا مخرج صفر نه وي، دا په دې معنا چې   

 
 په ټولیزه توګه راکوي:

. 

 ارزښت ډېرۍ د ګراف رسموو سره روښانه شي   د
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ترمنځ ټول ارزښتونه   او    لپاره د   د   دا چې 

 باور لري. نیسي،

 لیکونکي: هیولیګ، هیورنر،کنش( 

 

 لاندې جدول د څو بنسټیزو توابعو تعریفورشو او ارزښت ورشو  ښایي.

   

   

   

   

   

 لیګ، هیورنر،کنش()لیکونکي: هیو 

 

 توابع  فنکشنونه یاکرښیز
 

 تابع فنکشن یا د یوه کرښیز 

 

 سره . محورغوڅي) محورقاطع( - دنې  اویجګ ګراف  یوه کرښه ده د 
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 بڼه ده –دنې یجګ-د دې لپاره بدیلي انځورونه د ټکي

                                

 بڼه -ټکو-او د دوه  

 

 ټکي دي.پراته  په کرښه    او رته چې  یچ

 )لیکونکي: هیولیګ، هیورنر(

 

 لې  انځورونې په کوته کوي:یلې بیره د کرښیزو توابعو   بیڅ

 
 

 لیکونکي: هیولیګ، هیورنر

 

 توابع -فنکشنونه یا یا مربع  -څلورۍ
 د یوه مربع تابع 
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 کراف  د لاندې بڼې یو پارابول دی 

 
 أسټکيیا ر  -د ککرۍ

 
 سره.

 
 پای

چټکتیا و توغول شي، د الوتنې لار  دا لاندې  لاندې په یوهکه یو تن د یوه کونج   -

 پارابول 

 

 تعجیل دی.  -د ځمکې بیړه ده یا    رته چې  یراکوي ، چ

                  

 سره.  v = 6د  یا غورځول  یل توغولیره:     مایلاندې څ  
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کمپوننتونو د بیلونې یا ټوټه کونې) که -و  ا - مساوات  د برابرډوله خوزښت  په 

پیل چټکتیا  سره او د  ازاده غوزونې د  غواړې: تجزیې(  څخه لاس ته راځي ، د

 خوزښت ته پام کونې له لارې:

     

            

      

                

 د غورځونې واتڼ دی

 

 لپاره ماکسیمال دی.  دا د 

 یورنر،کنشلیکونکي: هیولیګ، ه

 

 

 Monotone Funktion    توابع ې یزږهمغ
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 دونکی دی، که ویی)کره( همغږیز جګ  Dپه یوه انتروال  یو تابع 

 

 ټوټه ډوله  ناپرېکېدونکی  مشتقوړ دی، که وي همداسې که  

 

 لپاره تر  ځانله یا جدا ټکي  بورې  د ټولو  

 

 دونکيیهمغږیز جګ   دونکي            یکره همغږیز جګ           

 دونکی تعریفیږي.یپه ورته توګه  ) کره( همغږیز ټیټ

 یکونکي: هیولیګ، هیورنر،کنش

 

یا  -ځای   کې یو جګ په تابع   

یامینیمال -ځای   ټیټ( لري او په   ماکسیمال ټکی  )

لپاره تابع کره  او    (    لري .  د  ټکی )

 دونکې نه ده.یاره  کره مونوتون ټیټلپ  مونوتونجګېدونکې نخ ده او   د
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 یکونکي: هیولیګ، هیورنر،کنش

 

 بعایا جفت او طاق تو –جوړه او ناجوړه 

 

- وي، دا په دې معنا چې که ګراف د    جوړه دی، که   یو تابع

دی، او   محور سره سیومتریک  وي.   یو  ناجوړه یا طاق  تابع 

 ګراف  سرچینې سره ټکی سیومتریک دی.

 

  

 
 ناجوړه یا طاق تابع                              جوړه یا جفت تابع                    

د دوه جوړه توابعو  ضرب جوړه تابع دی. برعکس د  یوه ناجوړه یا طاق تابع ضرب د 

یوه جوړه تابع سره ناجوړه دی.  د  زیاتون یا جمعې او ګمښت یا تفریق جوړولو سره د 

 ډول ساتلی پاتیږي. تابع تیپ یا 

 پای.
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توابع )طاق( او ښي لور ته یو څو ناجوړه  )جفت( یو کیڼ لور ته یو څو جوړه توابع لاندې 

 ښایي.

 

  

 

 

 لګې لاس ته رواړي. نو توابع ید مناسب ترکیب جوړولو سره  سړی نورې ب

 
 جوړه دي او 

 
  ناجوړه دي.

 پاي.

 

 Umkehrfunktionتابع -فنکشن یا په څټ  –برعکس 

 

او ارزښت ورشو   د تعریفورشو  ( تابع -د یوه اینجکتیو )په کې 

 سره  د    

 
 دې باور لرينله لارې تعریف دی. له دې سره  لا

 

د ارزښت ورشو ده. د هغه ګراف    د برعکس توابعو تعریف ورشو د 

 هنداره شوې څېره  ده:  د ګراف  په لومړي کونجنیمۍ  
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په ساده توګه   د معکوس ارزښت  مو  ندوددی شي لیکیک

  سره بدلولو ته لار ښود کړي. په ځانګړې توګه ، که  د  تابع  

 ارزښت ونه لیکل شي، دا اړیکې دې باید روښانه وي، چې موخه مو څه ده. 

 پای.

 

 تابع ښایي. فنکشن یا یا په څټ -لګو برعکس  یرې د یو څو بیلاندې څ
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 دول کې هر  اړونده تعریف ورشو وې ورکړ شوې دي:په لاندې ج

    

    

    

    

    

 

 

 Rechnen mit Funktionenرنه یتوابعو سره شمفنکشنونو یا د   
 

د توابعو کرښیز ترکیب ټکي دوله تعریف شوی دی، دا په دې معنا چې  په توابعو د اړونده 

 عملیو له لارې: 
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د صفر سره برابر نه   . په وېرش کې باید  او وېش   توګه ضرب  په ورته

 وي..

 بالاخره 

 
 د دوه توابعو یو په بل پسې راوستل یا ځنځیرونه ښایي.

 پای.

 

 لګې ید ب

 
 لپاره مختلفې  تړنې راکوي

 

   

   

 
  

 دو وړ دی، یله منخه تلونکی یا د جګپه وېش کې تعریفتشځای 

کې    هم   په  صورت یا ماتباندې ځکه چې 

 یو صفرځای لري.

 یو په بل پسې تړنه یا ځنځیرونه راکوي   او  د 

   

   

 کموتاتیو یا بدلوړ نه ده. نو تړنه یا عملیه   
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 توابعیا مقعر او محدبې  -ننوتي او وتلي 
 

وونې یا سیکانت د ګراف کې)  کره ( ننوتی دی، که هر ټوټه   Dیو تابع  په یوه انتروال 

 پورته  لور ته پروت وي، دا په دې معناچې 

 

 لپاره.   د ټولو 

 

 لپاره د  دوه واره ناپرېکېدونکی مشتقوړ وي، نو )کره( ننوتنه  د  ټولو  که 

 

 سره تر هغه  ځانله ټکي پورې ورته یا برابر ارزښته ده.

همداسې یو په بل پسې  یا عملیې  د ننوتو توابعو زیاتون یا جمعه ننوتې ده. تړنې

په ټولیزه توګه ننوتوالی نه ساتي. بالاخره هر ننوتی تابع راوړنه یا ځنځیرونه   

 ناپرېکېدونکی دی.
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په ورته  توګه وتلی  تابع هم تعریف کیږي. د وتلي تابع لپاره  ټوټه وونی یا سیکانت د 

محور  باندې هنداره شوی  - ګراف کښته لور ته پروت دی، دا په دې معنا چې   د 

 وتلی دی. تابع

 پای.

 

 

 توابعو جمعه یا زیاتون  د تعریف څخه تړلی لاس ته راځي:فنکشنونو یا د دوه ننوتو 

 

                                                    

              

  

                         
 څخه کار اخستل کیږي.  او    الی دد کوم سره چې د نابرابرون  ننوتو

لګې به یې ینورې  تړنې یا عملیې په ټولیزه توګه ننوتوالی نه ساتي، لکه  چې لاندې ب

 وشایي.

 

 ضرب او وېش                                          یو په بل پسې تړنه          
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.    وښایو،  ټاکو  د دې لپاره چې په یوه ټکي   کې د تابع ناپرېګدنوالی

 نو دی

  

  

 سره. داچې   ننوتی دی، نو باور لري   د 

  
 همداسې 

 
 

 له امله. د  

 په لور هڅیږي، او له دې سره   دی  د    او لپاره    د 
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 لپاره ورته  دلیل راوړل کیږي. د

  

 

 Polynomپولینوم 

 

 لیکل کیږي  په لاندې بڼه درجې  یو پولینوم    د

 

 سره.     د 

همداسې کمپلکس  –دی شي حقیقي یک  او ضریب یا ځلوونی  اووښتونې یا متحولې 

 ګڼونه  یا عددونه وي. په اړونده توګه د حقیقي همداسې د کمپلکس پولینوم څخه غږیږو.

 : هیورنر او هیولیګ لیکونکیة

 

(  پولینومونه د (   او کوارتیک ډوله )    رې  مکعب ډوله )یلاندې څ

 څرنګوالي   له لورې مختلف تابع ګرافونو سره ښایي.

 

 

 کوارتیک پولینومونه              مکعب پولینومونه                            
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 Polynomdivision  پولینوموېش 
 

Gradته  د  او   پولینومونو  Grad سره   یواځني     

 تون لري دش  او   پولینومونه 

   Grad    Grad 

 سره.    

 

 دی شي د وېش له لارې د باتې یا باقی سره وټاکل شي.یدا ټوټه ونه ک

  لپاره  لاس ته راځي چې د صفرځای    په ځانګي توګه د

Gradدی د    سره.  ړ . 

 پای.
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 وېش څخه لرو  سره د    د

 

 سره.  د یوه  پاتې   یا باقي  

 ي  بیا ووېشل شي:وي   کېدی ش که

 
کوچنۍ وي، دا په دې معناچې   پروسه پرې کیږي، که د پاتې پولینوم  درجه   له 

 سره.  وروسته د  

 د تل بیا ضرب له لارې لاس ته راځي 

 

 صفرځای وي، نو باور لري  د  که  

 

 دی.  Grad، ځکه چې  او له دې سره 

 

 مخ ته تلی شي.د پولینوم وېش د لیکنیز  وېش سره ورته 

 

    لګې پع توګه د ید ب

 لپاره  لاس ته راځي   او  
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 نو دی

 
 

 د یوه پولینوم صفرځایونه او  فاکتوري کول یا په ضریبونو ټوټه کول

کمپلکس صفرځایونه     د څووالي  یا تکرار سره  ټیک  درجې پولینوم   یو  د 

 ورته کرښیزو ضریبونو یا فاکتورونولري او له دې  سره کېدی شي په 

 
 سره.   ولیکل شي  د ثابتې  

 حقیقی یا قییل وي، نو کمپلکس  صفرځایونه په کنجوګیری جږړوکه   

 رامنځ ته کیږي.

یو حقیقي په ضریبونو لیکل یا فاکتوره کول کېدی شي د کرښیزو فاکتورونو ترڅنګ  د 

 لاندې مربع فاکتورونه 

 
 هم ولري.

 

   p,qفرمول) دا د ABCدی د منځشپې یا    یمې درجې پولینوم صفرځایونو  لپاره کد دوی

او د  دریمې او څلورمې درجې   فرمول ته روته یا همهغسې دی(    و کارول شي -

له لارې  د  اکسپلیڅیت   Cardanischen Formelnپولینومونه  د کاردان  فرمولونو  

                                                             کل شی.الجبری افادو یا ویېنو په توګه و ټا

د جګو درجو پولینومونو لپاره بیا په ټولیزه توګه  نومریکي تلنلارې کارول کیوي. که  بیا 

 یو صفرځای معلوم وی، نو کېدی شي د ا ړونده کرښیز فاکتورونې  یا ضریبونې له لارې 
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 و وېشل شي.  

درجې  د پولینوم د د  د    او    

                                                                         صفرځایونو په توګه وټاکل شي.

درجې  کمپلکس پولینوم یو صفرځای     Grad د الجبر بنسټیزې جملې  په اساس د

  لري . د پرلپسې پولینوموېشنې   د صفرځایونو سره

 بونه یا فاکتورونه  له دې سره ضریبونه راکوي. کرښیز صری اړونده

 فقط حقیقی صریبونه ولري، نو باور لري که  

 

 دی. لپاره هم    یعنې د یوه صفرځای  

 

    د 

یو صفرځای دی او یو د  په ضریبونو لیکل یا فاکتوره کول  ټاکو. پیژنو، چې 

 پولینوم وېش  سره لرو   

 
 یونه  د منځشپې  فرمول له مخې ديد دې مربع پولینوم صفرځا 

 
 د دې په تعقیب کمأبکس فاکتورونه لاندې ده

 

 

حقیقی په ضریبونو لیکنه یا صریبونه  د دواړو اخرني فکتورونو د ټولګې څخه لاس ته 

 راوړو همداسې  سیده د مربع تکمیلونې له لارې:
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 دا په دې معنا چې 

 
 لیکونکي: هیولیګ،هیورنر، کنش

 

 حدجذرونه ديام یوونرېښې یا و- رځایونه صف  د 

 

 له دې سره کمپلکس فاکتورونه لاس ته راځي

 

 

 د کمپلکس کنجږګیري  صفرځایونو ټولګه یا یوځای کونه حقیقي  فاکتوري کونه راکوي.

 لپاره دی د جوړه  
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 لپاره   او د ناجوړه یا طاق 

 
 پای.

 لینومونو سره انترپولیشنود پ

دی یکجوړه  په مختلف تکیه ځایونو    ع ا رزښتونه کې تابپه  

 درجې  پولینوم له لارې انترپولی شي: Gradشی یواځني د یوه   

 
دی شي د یدا انترپولیشن پولینوم ک

 بڼه  –لاګرانج 
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 بڼه  –دی شي د لاګرانج یدا انترپولیشن پولینوم ک

 
 انځور شي.

  

 

لري او په نورو کې   ارزښت  بلل کیږي او په   ټکي پولینوم-د لاګرانجپولینوم 

 کې یې ارزښت صفر دی: ټولو ټکو
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 سره. سومبول-د  کرونیکر

  

 

 پولینوم-د لاګرانج

 
 پوره کوي او له دې سره لاس ته راځي

 
 د انترپولیشن شرایط ټول پوره دي.

شتون لري، کمښت را  د دې لپاره چې یواځنوالی وښایو، چې یو بل انترپولیشنپولینوم 

 اخلو یا تر څېړنې نیسو.

 

(، مګر   صفرځاونه  لري) د انترپولیشن کېدونکي ځایونه   دا )لږتر لږه( 

درجو. له دط سره باید کمښت کټمټ وي، نو پولینومونه سره توپیر    )زیات له زیاته ( د

 نخ لري.

 لیکونکي: هیولیګ،هیورنر 

 

 

ارزښتونو   توابعو ټیک   د  ځایونو -یز  تکیه په اکویدیستانت یا برابرواټن

-ګرافیکي انځورونې ته کېدی شي مکعبیز انترپولیشن وکارول شي.  له دې سره په تکیه

 منځ ارزښتونه د   ځایونو

 
 له لارې اپروکسیمی شي. دا پروسه تکراریږي،  تر هغز چې پوره داتا منځ ته راشي. 

 فرمول  وزنونه-ټکو  –د  
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 پولینوم ارزښتونه دي. -د لاګرانژ ځایونو-کیهپه ت

 د بېلګې په بتوګه

 
 دی.

د سیمتري په بنسټ او دا چې ضریبونه باید سیمتریک شي) د ثابتو داتا انترپولیشن( ، بې 

 له شمېرنې نور ضریبونه راکوي.
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ال له لارې  د انترپولیشن  د درې  څله کارونې یا استعم-ټکو- ره وتونداتا ښایي او د یڅ

منځ ته ارغلي ساین تابع اپروکسیمیشن . په حقیقت کې دا لاندې کیڼ ښودل شوی پوله تابع 

 دونکی دی.یخوی اغیز لري. مګر په هر حالت فقط لومړی مشتق ناپرېک

         

 

ښی ګرافیک  وېشلی کمښت له لارې ورنږدې یا نږدې دویم مشتق د اته واره انترپولیشن 

 ژنې. ی) فراکتال: لاتین: مات( خویونه پ fraktalen سړی د ګراف فراکتالپسې  ښایي. 

 

 ( توابع  کسری یا نسبتينل )  شرا
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سره د دوه پولینمونو  او   مخرج درجې     د صورت درجې یو ریښتونی تابع  

 وېش دی:

 

ونه  کوم ګډ کرښیز ضریب یا فاکتور او   دا انځوونه نا ټوټه وونې بلل کیږي، که 

د تعریف تشځایونه دي او د قطبځایونه بلل   لري.  د مخرج صفرځایونه  راشنل تابع  

 کیږي.  د دوی  نظم  د صفرځایونو ډېرځلوالی ښایي.

کېدی شي حقیقي یا کمپلکس وي.   , او   ضریبونه    اووښتونې یا متحولې  

 اړوند سړی د حقیقي یا کمپلکس  راشنل تابع څخه غږیږي.

 ونکي : اپپ، هیولیګللیک

 

 تابع 

 

 کې. کې لري او ډبل پول په    تابع یو سادهقطب  په 
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څخه  درک کوي، چې   په یوه ساده صفرځای کې مخنخښه بدلوي او په  سړی له تابع

 یوه  ډبل صفرځای کې مخنخښه تغیر نه خوري.

 

 توابع  یا کسري -کمپلکس راشنل

 
 درې صفرځایونه

 
 واحددایره( لريپه یوونګردۍ )

 

او ایماجینار برخه ښایي. له دې سره د رنګوېشنه ) که چېرې  -د ګراف رییل   ره د یڅ

 د مطلق ارزښت له لارې ټاوکل شوې.  رنګه وه( د

 لیکونکي: اپپ،هیورنر، کنش) 
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 Partialbruchzerlegung    په ټوټه مات ټوټه کونه یا تجزیه کونه

 

 سره ،    مختلفو صفرځایونو   د   نظم  راشنل تابع   یو  د 

 

 

 دی شي په لاندې ټوټه شيیک

 
 

، که    درجې پولینوم دی )      Gradد  دلته   

په قطبځایونو کې   اصلي برخې بلل کیږي. دا د   د  وی(.  راشنل توابع    

دی شي د پولینوموېش له یک لپاره.  پولینوم    لوېدنه تشریح کوي د    

 رې وشمېرل شي:لا

 

د   دی شي د یکباندې وېشنې پاتې یا باقي دی. ضریبونه    په  د    دلته  

 ضریبونو د پرتله کونې له لارې  په کټوټوالي 

 
 وټاکل شي.

 دی شي. ید بدیل په توګه د اصلي برخو ټاکلو لپاره د پوله ارزښت متود هم کارول ک

 باور لري د قطبونو د  خوراجګو ضریبونو لپاره 
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سیده   قطبخای کې  نه شي کېدی ضریبونه   د یوه نظم  

رل شوی ترم   ید پولې ارزښت په توګه وټاکل شي. سړی کړی شي دا اوس شم

کم کړي او د رکورسیو متود وکاروي..  یو ضریب پرتله کونه   

 د همدا اوس شته ترمونو په پام کې نیولو  هم شونې ده.

 په مخرج کې ضریب   وټاکل شي، داسې چې دپوله ارزښت کېدی شي 

مات کې ځا په ځای شي. په ځانګړې –په پاتې کسر یا    لرې برېښوول شي   او بیا

 توګه باور لري 

 

 لپاره. د ساده قطب ځایونو

 لیکونکي : اپ، هیورنر

 

(  لپاره به ټوټه کونه منځ ته راشي. د پولینوم وېش پسې  د ساده قطبځایونو )

 ل تابع منځ ته راځيراشن

 

 

ګډ پروېشونی یا مقسوم علیه  ونه لري، نیسو ،   او    د کوم سره چې پولینوم 

 باور لري. مختلف دي، او  چې ټول 

 د ټوټه کسر ټوټه کونې سره د برابر اېښوونې  وروسته 
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انځورونه  -د لاګرانژ    د ضربول  سره سړی  د سره او د    د 

  لاس ته راوړي

 له امله  په ګوډیزه نوکانو کې د  ازښتونه    دا په ې معناچې د

 دي. له دې سره لاس ته راځي

په ورته توګه  د جګو درجو قطبځایونه هم  کار ول کېدی شي. دا مګر تخنیکي لږ پې[لی 

 دی.

 لیکونکي : اپ، هیورنر 

 د

 
 په ټوټه کسر) مات(  ټوټه ونه  دې وټاکل شي.

جه د مخرج له درجې کوچنۍ نه ده، باید لومړی یو پولینوم وېش دا چې د صورت در

 صورت ونیسي. سړی لاس ته راوړي
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 سره .  د   دا په دې معنا چې

قطبځایونه   د دې لپاه  چې د ټوټه مات ټوټه ونې ایښونه  چې لاس ته راوړو باید اوس د 

رج راوړو د مخ   او وټاکل شي. د منځشپې فرمول سره لاس ته   

 پلینوم د صفځای په څېر:

 

 ټوټه مات ټوټه ونه له دې سره لاندې بڼه لري د

 

 ټاکل دي. دا اخر پل د ضریبونو

 د پوله ارزښت متود سره لاس ت ه راځي

 

                        او 

 په ټولیزه توګه لاس ته راځي

 
 پای.

 

 

 راشنل توابع 

 
 کې  یو ډبل قطبځای لري.   کې یوه سادهقطبځای لري  او  په  په 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 
 سرليک 42 

دا چې د صورت درجه د مخرج له درجې کوچنۍ ده، پولینوم وېش ته اړتیا نه شته او د  په 

 ټوټه کسر ټوټه ونه دا بڼه لري  

 
 د پوله ارزښت متود سره لرو

 
 

 
 

 

سړی په ساده ډول کړی شي، چې دا پاتې ) هغه په اصطلاح، چې ورته وایو باقي مانده( 

د تابع ارزښتونو د پرتوله کونې له لارې وټاکي.    په یوه ټکي   یبونهضر

 لپاره لرو  z = 1 د بېلګې په توګه  د

 

 لاس ته راوړي. او سړی

 لیکونکي: اپ،هیورنر

  و لپارهابعود راشنل ت

 

پیداکیږي او بیا د  لپاره قطبځایونه روښانه نه دي. د ازماېښت  له لارې   

 ه لاس ته راځيپولینوم وېش سر

. 

 لاس ته راځي  شپې فرمول سره د مخرج نور صفرځایونه  د نیمې
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 له دې سره ماتلاندې یا مخرج  ضریبه ونه یا فاکتوری کونه  

 
 لري  او د ټوټه کسر ټوټه کونه داسې ده

 

سره  د ضریبونو د پرتلې  له لارې وټاکو، د مخرج    د دې لپاره چې 

 وېشو او لرو

 

او    د ضریبونو د پرتله کونې له لارې    د درې  ناټاکلو یا نامعلومو  د  

 لپاره یو کرښیز مساوات سیتم لاس ته راځي:  

 

راځي ، دا په دې معنا ،   او    , د حل په حیث لاس ته   

 چې 

 
 که اخري دواړه ترمونه سره یوځای کړو، نو حقیقي ټوټه کسر ټوټه ونه لاس ته راځي

 
 

  

 حقیقي ټوټه کسر ټوټه ونه یا تجزیهد 
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سره  او کمپلکس   د حقیقي قطبځایونو  یو حقیقي ریښتونی یا راشنل تابع 

i   کنجوګیري  قطبځایونو همداسې   سره  او څو واره والی یا ډېروالی     

  

 

 دی شي په لاندې بڼه یک

 

وي(    که    ،درجې    )   ټوټه کیږي، د 

سره.  د په هر قطپځای زیاتونونو یا د جمعې غړو د ګڼون یا تعداد ډېرواره  ینومیوه پول

 والی په ګوته کوي. په ځانګړې توګه د ساده قطبځای لپاره باور لري

 

 دی شي دپولینوم وېش له لارې وټاکل شيیکپولینوم   

 

 

دی شي د یباندې  پاتې یا باقي دی. ضریبونه کوېش په   د دا په دې معنا چې 

 مخرج پولینوم  سره  له  ضرب وروسته دضریبونو د پرتلې له لارې وشمېرل شي. 

دی شي د کمپلکس بڼې څخه و کټل شي یا لاس ته یحقیقي ټوټه کسر ټوټه کونه  هم ک

 راوړل شي، داسې چې سړی کمپلکس کنجوګیري ترمونه سره یوځای کاندې.

 

 رته رسیږي..( لپاره س ټوټه کونه د ساده قطبځایونو )  
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 کسر ټوټه کونه په دې حالت کې دا لاندې بڼه لري  کمپلکس ټوټه د 

 

 ساده   صفرځایونه  او سره د مخرج پرلینوم د 

 

چې حقیقي دی، نو کمپلکس صفرځایونه د کمپلکس کونجږګیري  جوړوړپه توګه منځ دا 

 ته راځي:

   i    i   

 ې   ټوټه ونه باور لريله دې سره د اړونده ترمونو لپاره لاند

 
 دا په دې معنا، چې

   i    i   

 د دواړو ترمونو یوځای کونه  غوښتونې بڼه راکوي:

 
ړنې ونیول شي، مګر دلیل راوړنه یدی شي په ورته توګه تر څید جګو درجو قطبځایونه ک

 چلې ده.ییې  په څرګنده توګه پ

 

 د 

 
 پلونو یا قدمونو  وېشل کیږي ېحقیقي په ټوټه کسر ټوټه کونې ټاکنه په در

(i)    دا چېGrad Grad i  :دی، لومړی د پلوینوم وېشنه صورت نیسي 
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 پاتې   

 له دې سره لاس ته راځي

 

(ii)  ټوټه ونې   ایښوونه یا اسمعمال پیداکړو،  نو قطبځایونه ټاکو یا د دې لپاره چې د

 پیدا کوو.

نې وروسته د مبع تکمیل له لارې  سړی نور د نوکانو دباندېکو د صفرځایونو د

 دواړه صفرځایونه لاس ته راوړي:

 

دي.له دې سره   کمپلکس کونجوګیري جوړې  دا پاتې صفرځایونه

 ایښوونه  په لاندې توګه ده

 

(iii)   سره ضربیږي او ترې لاس ته راځي  د ضریبونو د ټاکنو لپاره د اصلي مخرج 

 
 رتله مو کرښیز مساوات سیستم ته بیایيضریبونو  پ  او   ,د 
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 د لاندې حل سره

 

 له دې سره حقیقي ټوټه کسر ټوټه کونه  ده

 

د ټاکلو لپاره پوله ارزښت متودونه هم کارول کیږي.  که دا ایښوونه  یا ځای په ځای کونه 

 کیږدي، نو لاس ته ترې راځي سره ضرب شي او   د 

 
 لاس ته راځي:   cځای په ځای کونې سره   د 

 

منځ ته له لارې ، د بېلګې په توګه   د ټکی ازماېښت  بالاخره  کېدی 

 راشي.

 پای.

 

 د

 
 حقیقي ټوټه کسر ټوټه کونې ټاکلو  په دوه پلونو یا قدمونو کې  ترتیبیږي
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(i)   د ایښوونې د ټاکلو  لومړی قطبځایونه پیدا کیږي. له 

 

.   او ډبل صفرځایونه دي، دا په دې معنا چې    کیږي، چې ژندلیپ

 له دې سره دا ایښوونه ده 

. 

(ii)   سره ضربوي  او لاس ته د ضریبونو د ټاکلو  له امله دا سړی د اصلي مخرج

 ترې راوړي

   
  

  
  

  

 

 د ضریبونو پرتله کونه مو کرښیز سیستم ته بیایي   او   د 

   
  

0 
  

  

0 
  

  

0 
  

  

 

 د لاندې حل سره

 

 دی شي د کمپلکس ټوټوه کسر ټوّ کونې  څخه مخ ته لاړ شویبدیلې ک
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 پوره کوي او د جمعې جوړولو له لارې   , ضریبونه 

 
 هم حقیقي ټوټهکسر ټوټه کونه لاس ته راوړي

 
  

 Sinus und Cosinus     ساین او کوساین

 

 د 

 

کواوردینات نومولکیږي .  د تر  څرخول شوی ټکی ه په کونج  سره  په سرچین

مخنخښې پورې  کوساین او ساین  په یوه ولاړګوډیز یرېګوډي ) المثلث القایم الزاویه( کې 

د ولاړ اړخونو) هغه اضلاع وې چې یو  د بل سره قلموازاویه جوړه وي(  نسبت د 

 نیمی)قطر(  سرره په ګوته کوي.

 

 
 

 

پریودیکي دي  - تلبېرته راګرځېدونې یا  -ۍ توابع  یا د داېرې توابع  دواړه ګرد

 او باور لري 

 ,  
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 ,  

 .  

 یو څو ځانګړي ارزښتونه دي:

 
 

 

 Formel von Euler-Moivre مویورې   فرمول-د اویلر 

 

لپاره  د    محور سره  کېدی شي  د- xیو اکسپوننشل تابع د ایماجینار 

 ( توابع  په مرسته افاده شي.-یا مثلثاتې   -وډي تریګونومتریک) درېګ

 
)      او ایماجینار ګڼونه) عددونه( په ګوته کوي د ارزښت  –کوساین او ساین  حقیقي 

 (   سره . 

 که پورته فرمول اینورتیر یا معکوس شي ، نو لاس ته راځي

 

 

 
 

 

 

ه ځي. دا د جیومتریکي  کمپلکس د اکسپ، کوساین او ساین  کټمټوالی  اویلر او مویورې ت

 انالیوز کې غوره رول لوبوي. -عددونو د انترپولیشن  لپاره بنسټ جوړوي او د فوری

 لیکونکي: هیولیګ، کوپف 

 یا جمع قضیه -د ساین او کوساین لپاره د زیاتون
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 لپاره لاندې اړیکې باور لري:   او  د ګردۍتوابعو 

  

  

 په ځانګړې توګه دی

 
 

 Tangens und Cotangens     و کوتاجنتتانجنت ا

 

 
 کوناتجنت

 
 تانجنت

 

 د تانجنت او کوتانجنت توابع  د 

 
مثلث( د  - -له لارې تعریف دي. دا تر دمخنخښې پورې د ولاړګوډیز درېګوډي)  

 نسبت ورکوي Katheten ولاړکوډونو

 یو څو ځانګړي ارزښتونه دي: 
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 Arcusfunktionen د ارکوس توابع

 

 ارکوس کوساین

 

 ارکوس ساین

 
 

 ) ترېګونومتریکي  یا مثلثاتي(  توابعو په څټ یا معکوس توابع  د  زد درېګوډی

 سره ښوول کیږي.   
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 ارکوس کوتانجنت

 

 ارکوس تانجنت

 
 

 او ارزښت ورشو د پورته څېرې څخه رانیول کېدی شي. –د دې تعریف 

 شوي دي.له دې سره اصلي څانګې غوړې یا پنډې  کښل 

 لیکونکي: هیولیک، کنوپف، کنش

 

 دنېیدنې یا رپیهارمونیک لړځ
 Harmonische Schwingung 
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سرره،د فاز بلځای ته وړنه یا    Amplitude دنه د جګوالي ییو هارمونیکې لړځ

 دنه یراګرځ (رتهیب)همداسې پریودېوالی یا تل او فرکونڅ   راکښنه 

 لاندې بڼه لري  

 
 ابر ارزښته انځورونه دهورته یا بر

 
 یا 

 

قطبي   د   سره ، دا په دې معنا چې  د 

 کواوردیناتونه دي.

 پای.

 

 

 ربدلون د جمعې تیورم څخه لاس ته راځ: ید پارمتر  شم

 

 
 برعکس دی

 
 د لاندې سره

 
 پای.

 

 

 دنې یو پر بل پرېوتنهید هارموني رپ
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 په څېره کې غوړ کښل شوي دي( د دوه هارمونې رپېدنو یو پر بل پرېوتنه ) 

د                                             

 امپلیتودې سره هارمونیک دي

 

 
 لیکونکي: هیولیګ، کوپف،کنش

 

 

 پرېوتنې کمپلکس بڼه  د یو پر بل

 
 راکوي 

 
 او له دې سره 

 

 په پام کې نیولو سره ضربونه  غوښتنه راکوي..  د

 ی شي امپلیتود انځورونې په بدیله ت وګه کېد
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 څخه وشمېرل شي. سړی لاس ته راوړي

 

 
 لیکونکي: هیولیګ، کوپف

 

 

 په درځ یا مټه باندې کږولو هارمونې لړځېدنه یو په بل پرېوځي

 
د برابر یا همغه فرکونڅ او امپلیتود. لړځېدنه د کمپلکس انځورونې په مرسته  د دې لاندې 

 ي حقیقي برخې په حیث لاس ته راځ

  

 

    

  

 

    

 

 یو په بل پرېوتنه لاندې امپلیتود لري

 

 .او فاز 

سره د ایماجیناربرخې د پرتله کونې له لارې  تریګونمتریکی کټمټوالی   د 

 راکوي.

 
 لیکونکي: هیولیګ، کوپف
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 یو پر بل پرېوتنه  کېدی شي د  د دوه لړځېدنو

 

 

سره ولیکل شي.   او   په ضرب د 

راغلی داسې په نامه مودولیري رپېدنه  ټیک هلته پریودیکي ده، که د فرکونڅ لاس ته 

 راشنل وي.  نسبت

د مودولي شوی  کمپلکس امپلیتود مینیمال او ماکسیمال  ارزښت   همداسې مطلق ارزښت  

 ترمنځ لوړ ټیټ کیږي. په ځانګړې توګه دی   همداسې   د 

 

 

 لپاره. د همغې یا برابرې امپلیتود

 رې یو څو بیپیکي حالتونه په ګوته کويیلاندې څ

 periodische Überlagerung  پریودیکي یو پر بل پرېوتنه 

 

 

 او    برابر امپلیتود 
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 aperiodische Überlagerung  یو پر بل پرېوتنه -اپریودیکي یا نه 

 

 

 پاي.

 

  وا د سطي لړځېدنو یو پر بل پرېوتنې  د لړځېدنو مختالف لورو  

 کږې یا منحني

 
 رې بللکیږي.یڅ–لیساجوس  Lissajous-Figurenلاس ته راځي چې د مخترع  
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 څېره د پارامتر یوه بېلګه ښایي

 
 پای.

 

 اکسپوننشل توابع 
Exponentialfunktion 

 

 
 توان تابع 
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 سره  اکسپوننشل تابع  بلل کیږي. دا د ټول   د اویلر عدد 

 بع مساوات    پوره کويلپاره مثبت ده او د تا

 

 په ځانګړې توګه

 

 Verzinsung یا   ربح هګټ 

 

   Rate وارهد اخستنې  همداسې  او ورکونې وروسته  د یوې ګټوې –یوبیل بډایۍ   د 

سره  لاندې پای بډایۍ   ( د یوې ګټونې فاکتور  همداسې  )

 ورکوي

 

 

 ونې سره.یو ګټه ایښوونه  ده  په کلنۍ ګټه ا چ د  دلته 

سره  و  فعاله کلنۍ ګټه  د میاشتنۍ ګټونې څخه شمېرل کیږي د یوه ګټې ایښونې  

 لاندې ته

 
 لیکونکي: هیولیګ، هیورنر

 

بنسټ بډایۍ په همدې لومړني ګټونې پریود کې په پام کې نیول کیږي، اخستنه ههمداسې  

 اچونه  لومړی  د ورپسې  کال.  په لاندې توګه یا  د اسې راکوي

 

 په ټولېزه توګه باور لري
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دا په ګوډیزو نوکانو کې افاده کېدی شي په هندسي جمعه قرمول واړوي او سړی دا ورکړ 

 شوی فرمول لاس ته راوړي.

 پای. 

 

 11000زک   مورګن) د ځمکې د کچونې یوون یا واحد دی( 1626ول   څرخد منهتان 

Morgen په سلو کې  ګټور تمام شو، ځکه چې په   کلنۍ  وولد یوه حاضر قیمت  په رانی

 زک کې    2000ګټه دا بډایي په   کال 

 
 ده) که متمأن بانکونه  او د  اسعارو رفورم  له مخه نه وي نیول شوی یا فرض شوی(.

 په میاشتنۍ ګټه لرو

 
 او

 
 د ټولیزې  ګټونې سره.

  89منهتان دا نننۍ سطحه دهکتارسره وشمېرل شي، نو د    Ha 0.81که مورګن د  

امریکایي   USD/Quadratmeter 6500مربعکیلو متره ورکوي. یو کور هلته نن نږدې

ډالر په مربع متر ارزښت لري. دا پیسې به د یوه کور  تعمیرلپاره چې څلور پوړیز  وي  

 ورسیږي، چی په ټوله سطحه ونیسي.

 پای.

 

کره شوې ګټې پښې کلونو لپاره او یوې  یوروپور ،    د یوه  

 په سلو کې میاشتنۍ ګټه لاندې ده 
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 او میاشتنۍ رات یا ګټه ده

 
د لاندې پسې تړلي له ګټې فرمول  څخه د صفرایښوونې له لارې د پور ارزښت راکوي او 

 په پام کې نیولو سره .   د  

په سلو   یورو د پور جمعې څخه د په    ټوله تادیه  

 پرې زیاته(. کې اوړي)د بانک مزدوري

 

 
 

 پروت: ګټونه یا د ګټې پښه ،    ولاړ:   میاشتنۍ ګټه

یورو پور لپاره  د ګټې پښې د ضریب په څېر   000 200ګراف میاشتنۍ ګټه ښایي د یوه  

 د مختلفو وختونو لپاره.

 پای.

 

په سلو کې ګټونې ته  د   یور د یوې     کلنې د پیسو ورکونه  

 ا  لاندې بډایي ورکوي کلونو  وروسته  یوه  د
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 د نور لس کاله د ژوند انتظار ته  دا د لاندې  یوه میاشتنې تقاوت ته بسیا کوي 

 
 Hypothekenچې د هیپوتیکې) د کورونو جوړولو او اخستلو لپاره  ارزانه پور دی(  

 ګټې ته ورته شمېرل کیږي.

 
 

 پروت: وخت ،    ولاړ: پای  سرمایه

 لپاره د یوې سرمایې وده ښایې د وخت  تېرېدو سره .  څېره  د مختلفو ګټونو

 پای.

 

 Logarithmusلوګاریتم 

 

 د لوګارتم تابع د اکسپوننشلتابع معکوس دی:
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 تنظیموي او لاندې تابعمساوات پوره کوي  کره مونوتونن جګېدونکی  په دا  

 

  .په ځانګړې توګه دی 

 پای.

 

 دنې قانون ینه) په زراتو تجزیه کېدنه( د زره کد یوې مادې رادیواکتیو له منځه تل

 

په وخت کې    د ا تمونو ګڼون یا تعداد دی د  له مخې تشریح کیږي. دلته

 یوه د موادو په واک کې د زره کېدو ثابته ده.  او

 ، داپه دې معنا چې   داسې تعریف دی  د نیم ارزښت وخت 
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یو ه ډینګرۍ یا خولې  یا مرخېړی په ځنو برخو د چرنوبل د ریکتور د ډز یا الوتنې سره 

د رادیواکتیویتی د فعالیت  د کچونې لپاره  2000Bq/kg    (Bq/kgد  Cäsium-137 کې

 کلونو  په وړانګو خور شو. 29.7 یوون دی( سره د نیمارزښت وخت 

 
 او له دې سره 

 
 

 کې پروت د ی. د   .600Bq/kgپه المان کې پوله ارزښت 

 
یا  –کالو وروسته  کښته  ۱۱داپوله  ارزښت  د ورکړشوو ارزښتونو لپاره   له امله

 کمیږي.

 نیم وخت ارزښت :

Cäsium-134 2 Tage 

Cäsium-137 29.7 Jahre 

Jod-131 8 Tage 

Kohlenstoff-14 5730 Jahre 

Kalium-40 1.2 Mrd. Jahre 

Plutonium-239 24000 Jahre 

Radon-222 3.8 Tage 

Radium-226 1600 Jahre 

Strontium-90 28 Jahre 

Uran-235 800 Mio. Jahre 

Uran-238 4.5 Mrd. Jahre 

 پای.
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لوګاریتم دا خوی لري، چې  د دوه ګڼونو یا عددونود لوګاریتمونو جمعه د دې  د دې دوه 

 عددونو د ضرب د لوګاریتم سره برابر دی:

 

 
( د لوګاریتم کچوونو سره  یو په بل په دې توګه کېدی شي چې دوه کرښي)خط کشونه

کیږدي او لاس ته راوړنه د دېعددونو جمعه نه بلکه ضرب دی.) د شمېرکښوونې ) چې 

 یوې او بلې لورته کښیږي( اصول(

 

 

دی. د لته د پورته   د پورته څېرې څخه د بېلګې په توګه ګورو چې  

د پورته  ۱کیږي. بالاخره ) لومړی ضریب( کېښول   3.5د لاندې سکالا په  ۲کچوونې  

 سکالا ) دویم ضریب( د ضرب لاس ته راوړنه  په لاندې سکالا لوستل کیږي.

 پای.

 

 ټولیز توان توابع او لوګاریتم
 

 لپاره تعریفوو  د 
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 د معکوس یا په څټ تابع  سره 

 

 بنسټ سره او د لوګاریتم لپاره د  په ځانګړې توګه  سړی لیکي

ld  یتم لپاره.د دوال لوګار   

 

  

 

 
  

 
 

 

 د ودې قانون 

 

لیکل  او په بل محور    دی شي نیم لوګاریتمې دکښل شي. دلته په یوه محور یک

ترمنځ نسبټ  د  ودې قانون له مخې  کرښیز دی او رسم شوې   او   کیږي.  د 

 کرښه لاندې جګږالی لري

 
 یتمي سکالا وکاروو.یو بل امکان دادی، چې په دواړو محورونو یو لوګار

 دا د بېلګې په توګه د ناټیکاوي ارزښت  لپاره 

 
 مناسب ده.  دا چې 
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 د کږې کمیز یا منفي چګېدنه ورکوي.

 

  

 

 
  

 
 

 رقوانینید توان او لوګاریتم لپاره شم

Rechenregeln für Potenzen und Logarithmen 

 

 تابع مساواتو څخه لرو او لوګاریتمي توابعو د تعریف او –د اکسپوننشل 

 
 برسېره پردې د دوه مختلفو بنسټونو ت رمنځ  د شمېربدلون  لپاره باور لري

 
 په ځانګړې توګه دی

 
 لیکونکي: هیولیګ، کنوپف

 

 که کیږدو
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نو د توان او لوګاریتم  د فرمولونو ورته وال یا برابرارزښتوالی روښانه دی. لومړي  

 څخه.:تو څخه لاس ته راځي او دریم له تعریف دواړه کټمټوالي د تابع مساوا

 

 بدلون فرمول برابرارزښت دی و لاندې ته ید شم

 
 او د ساده ونې له لارې  ښی  اړخ لاس ته راځي.

 لیکونکي: هیولیګ، کنوپف

 

 لاندې دواړه بېلط دشمېقوانین  تشریح کوي یا په ګوته کوي.

 (i) 

 
(ii) 

ld

  
 

 Hyperbelfunktionen     های پرابول تابع

 

 تریګونومتریکي توابعو ته ورته تعریفوو

 
 همداسې 

coth   
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,    ,  

 معکوس یا په څټ توابع اکسپلیڅیت یا  په روښانه توګه  ورکول کیږي:

 

 د هاپربول تابع نوم د لاندې کټمټوالي څخه رانیول شوی

  

 

ل  یو ښاخ له لارې   د هاپرابو  دا روښانه کوي، چې د 

 پارامتري کیږي.. 

 سره ضرب له لارې لاس  ته راځي   څخه د  له
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 او  له دې سره 

 

له امله باید په پام کې ونه نیول شي. د لوګاریتمي   د مربع مساوات  دویم حل د 

 کونې څخه لاس ته راځي

   arsinh   

 تره اځيد کوساین هوپربولیک د فرمول څخه پورته ته  په ورته توګه لاس 

 
 او له دې سره 

 
 یا معکوس  تابع  فرمول لاس ته راځي. -د لوګاریتم کونې  له لارې  د په څټ

 لیکونکي: هیولیګ، کنوپف

 

د یوه هایپارابول  په پای ټکو کلک 

د خپل وزن له  شوي سیم حګوالی 

  لارې اغیزمنشوی  دننی شپانونګ 

 دی
 

 
د لاندې  دفرنڅیال مساوات   تابع 

 دی.  حل

 
 

 

 وټوالیمټارابولیکی کټیپها
 Hyperbolische Identitäten 
 

 تریګونومتریکي توابعو ته ورته کټمټوالی باور لري
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 چې د تعریفونوو له لارې  کېدی شي نازک شي 

 

 پوله ارزښت)ترادف(د یوې پرلپسې 
Grenzwert einer Folge 

 

 ه پرلپسې یو

 
   د یوه پوله ارزښت 

 په لور هڅیږي، 

 

ته یو    که   هر

داسې شتون    

 ولري  د

 

  سره  د ټولو  

 لپاره

 

 

 لیکدود هم  د یوې پرلپسې د کونورګنت یا پولې ته تلو لپاره کارول کیږي .  دا
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 بللکیږي.پوله ارزښت ونه لري، نو پرلپسې دیورګنت یا پولې ته نه تلونکې   که 

 پای.

 

 یعنې قضیه وښایو -د دې لپاره چې د کونورګنت

   لپاره    د   

د تخمین کونې له لارې پورته لور ته ساده   دی شي لومړی دا افاده یوښایو، ک

 پسې حل کړو.   کړو او بیا داسې په نامه نامساوات د

 

  لګې په توګه د لاندې  پرلپسې   لپاره وکارول شيیکه دا د ب

 
 لري، یو ممکنه تخمین دی   کومه چې پوله ارزښت 

 

دی او له  لپاره .  پرته له دې  د ټولو  دا چې 

 هم . نو له دې لاس ته راځي دې سره

 

لوی یو طبیعې عدد  چې  له      وي. که  دی، باید   له دې سره 

 لپاره باور لري.    او   ټولووي ، وټاکو ، نو د    ټولو   
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 پرلپسې 

 

لپاره    یا  لري او  د    0لپاره یو پوله ارزښت   د  

 دی   تدیورګن

  

 

  ې لارېرنید پرلپسیو د پوله ارزښت شم

Rechenregeln für Grenzwerte bei Folgen 

 

 

 سره باور لري:   او  لپاره د پولو  او   د پولې ته تلونکې پرلپسې

  

  

    , falls   

 پ، هیولیګلیکونکی: اپ 

 

 

 زیاتون او کمښت یا کمون : د درېګوډي نابرابرون څخه لاس ته راځي

 

 محدود ده، لرو ضرب یا ځل: دا چې 

 

 لپاره دی وېش: د ټول   
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 او له دې لاس ته راځي

    const   

پولې ته تلنه  دهمدا اوس ښوول شوي    .  د   دا په دې معنا چې  

 یو ضرب قانون څخه لاس ته راځي.  د پولې ته تلونکو پرلپس

 پای.

دی شي پوله ارزښت د ی، نو کراشنل تابع وي،    که دپرلپسیو توکي د

 لګې په توګه  دییخورا جګ  توان د لنډونې څخه  پیداکړی شو. د ب

 

 

 لپاره باور لري درجې -او مخرجدرجې  -په ټولیزه توګه د صورت

 

 یعنې دیورګنت ده. لپاره پرلپسې پولې ته نه ځي  د 

 پای.

 

 دمعلومو پوله ارزښتونو 
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 په مرسته لاس ته راځي

 

  

  
  

  

 

  
  

 په پام کې نیسو، چې 

 
 ځکه چې  د ضرب د ضریبونو ګڼون یا تعداد ثابت نه دی. 

 لیکونکی: هیولیګ، کرایڅ 

 

 Cauchy-Kriterium د کوشي   قضیه

 

شتون ولري،    لپاره یو  ټولو ټیک هلته پولې ته ځي، که د یوه پرلپسې

 داسې چې 

 

 لپاره باور ولري.  د ټول  

د کوشي په نوم نومول شوي قضیې په مرسته  د  پوله ارزښت  ثبوت  بې د پوله ارزښت 

 پېژندلو ممکن دی. 

 لیکونکی: اپپ، هیولیګ 

 

 قضیې اړینوالی  د پوله ارزښت له تعزیف څخه لاس ته راځي: –د کوشي 

    für   
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 ، نو لرو  که کیږدو 

 

 لپاره، حه چې د ښوولو وو.  د ټول  

دا چې شرط پوره کېدونکی هم دی، ستونځمن دی  چې و یې ښایو، او دا د حقیقی عددونو 

 په پوره والي ولاړ دی.

 پای.

قضیه  د -کېدی شي زیات وخت د کوشيیوه رکورزیو تعرف شوې پرلپسې  

 تخمینونې له لارې  

 

   ره  یې ټیکوالی و ازمایل شي. داسې د هندسي پولې ته تلنه د س  د 

 لپاره راکوي

 

لپاره  ، نو د کوشي   لپاره   ده د  ښی اړخ  د 

 قضیه پوره ده. د  څرګند،   د

 

د کونورګنڅ قضیې د ثبوت لپاره  له لارې رکورزیو تعریف شوې پرلپسې  

 استعمالوي 
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 : نامساوات    د ایندکشن پیل

 

 کېښول شي. باور لري، که 

 : شړی اټکل شوی کمښت یا تفریق  د   د ایندکشن پای

 

 په بڼه ښیي.

 دی او د ټاکنې سره      د اندکشن د نیونې له مخې ښی اړخ  

  

 لکه چې غوښتل مو.  

 پای.

 

 Monotone Konvergenz     غږیزه پولې ته تلنهیو

 

ې همغږیز همداس همغږیز جګېدونکې یو پرلپسې

لپاره. دا کره همغږیز    بلل کیږي ، که  همداسې   وي د ټولو  ټیټېدونکې

 جګېدونکې   همداسې کره همغږیز ټیټېدونکې بلل کیږي ، که  

 لپاره.   وي  د ټولو  همداسې

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

 79 سرليک

 

لپاره همغږیز جګېدونکې یا ټیټېدونکې  یوه رابنده یا محدوده ، د    

 . ,ده. پوله  ارزښت یې د پرلپسې توکو  پولې ته تلونکې   پرلپسې

 سوپریموم همداسې  اینفیموم  دی.

 لیکونکی: اپپ، هیولیګ

د یوې مونوتون جګېدونکې پرلپسې  لپاره د سوپرېموم د تعریف سره، چې د ټولو  

 شتون لریو د کوم لپاره چې باور لري  لپاره یو  

 

  د همغږیزوالي په بنسټ دی

   , für   

  .نو  

 د مونوتون ټیټېدونکې پرلپسې لپاره په ورته توګه دلایل راوړل کیږي.
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 د پرلپسې پولې ته تلنه 
Die Konvergenz der Folge  

 
 په لور  کېدی شي د  مونوتون کونورګنت حملې په بنسټ و ښوول شي.  د اویلر عدد  

 و ښوول شي. دواړه  وړاندنیونې)فرضیې( کېدی شي د بېنوم درسي جملې په مرسته

 (i)  رابندیدنه یا محدودیت:  له 

 
 او 

 
 لاس ته راځي

 

(ii)     هم د بېنوم له جملې سره شماري: همغږیزوالی: سړی 

 

انځورونې سره پرتله کړي، نو سړی کره کوي، چې اړونده  کې د   (i)که دا په  

 ترمونه لوی دي:
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 دا له نامساوات څخه لاس ته راځي

 

لپاره زیاتون یا جمعه لا ترم    د یوګونوو ضریبونو لپاره.   داچې  د 

 لري لاس ته راځي 

 
 

 Uneigentliche Grenzwerte ېښتونی پوله ارزښترنا

 

)دا نارېښتونی پوله ارزښت   یوه پرلپسې    ولري، که د ټول  ( 

 شتون ولري، داسې چې   لپاره  یو

   

لپاره. پرلپسې چې ناریښتونی پوله ارزښت لري،  دا   باور ولري  د ټولو   

 یا پولې ته نه تلونکې پرلپسې هم بلل کیږي.–ټآکلې دیورګنت 

 لیکونکي:اپپ، هیولیګ، ویپپر 

 

 د دې لپاره چې وښایو ، چې 

 
 دا په دې معنا چې

سړی د یوې ساده افادې یا ویېنې له لارې  ره،  دا لپا   د     

 کښته لور ته تخمینوي:
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 لروهمداسې له   له دې سره  له 

  

 

 او پورته پوله ارزښت( -)کښته پوله اینفریور او پوله سوپریور
  Limes Inferior und Limes Superio 

، یو پوله  uneigentlichen Sinn حالت کېناصلي لپاره،  په   د هرې پرلپسې  

 ارزښت شتون لري. 

   
  

   
  

 

 

او  د همعږیزې پرلپسې   ره کې چې شوول شوی دی،  پرلپسې  یلکه په څ

 له لارې یا نوره هم ښه له لورې  رابندې دي:     

 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

 83 سرليک

پولې ته تلونکې  که پوله اېنفریور او پوله سوپریور یو په بل پریوځي،  نو پرلپسې

 ده او لرو

 
 لیکونکي: اپپ ،هیولیګ

 

د پولې اینفریور او پولې سوپریور  شتون  د همهغږیز پولې ته تلنې جملې له لارې  تړلې 

 لاس ته راځي، خکه چې پرلپسې   

 
 دونکې دي.یدونکې همداسې همغږیز ټیټیهمغږیز جګ

 په روښانه توګه باور لري

 

 ي، نو لا سته راځيولر که پوله اینفریور او پوله سوپریور همغه ازښت  

 

 .  لپاره، نو    د 

 

 Vergleichskriterium پرتله کوونکې قضیه

 

لپاره  nسره د پوره کوچنې  او  که د  

 باور لري، نو دی 

 

 کونورګنت لاس ته راځي:د پرلپسې  په ځانګړې توګه له

 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 
 سرليک 84 

 اتلی پتیږي:د پولې ته تګ له امله س  لومړۍ غوښتنه ساده ده، ځکه چې نابرابرون 

 

 .  په ورته توګه لرو

 (    ،  نو باور لري که پوله ارزښتونه سره برابر وي )  

 

 .   لپاره. له دې سره لرو  د 

 پای. 

 

 پوله  ارزښت 

 
 په لاندې نامساوات باندې  د پرتلې قضیې استعمال له لارې لاس ته راځي 

 

 ي دی:دلته ښی نابرابرون د بینوم د فرمول څخه باور

 

 په ټولیزه توګه د ضرب قانون څخه لاس ته راځي

 

لپاره .  د کم نظم ترمونو د  په زیاتوالي له امله  پوله ارزښت ساتلی پاتیږي. د  د  

 یوه پولینوم  

 

 دی   . لپاره  هم
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 Häufungspunkt einer Folge ې پنډغالي ټکیرلپسد یوې  پ 

 

   ,هر انتروال  لري، کهپنډغالي ټکی   یوه پرلپسې 

دپرلپسې ناپای ډېر توکي خوندي  ولري.  دې ته ورته د یوې برخه پرلپسې باور لري، 

 ته ځي. په ځانګړې توګه یوپوله ارزښت د پرلپسې بنډغالي ټکی هم دی.  چې 

 

 ښایي.  ره پرلپسې یڅ

 

 

کې برابروېشنه  په انتروال     توکویا ترادف سړی په نږدې توګه د پرلپسې 

کې  هر ټکی د پرلپسې پنډغالي ژني. په ریښتونې ښول کېدی شي، چې په  یپ

 ټکی دی. 
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د پندغالي ټکي د ټاکلو لپاره  باید کونورګنت برخه  یا ترادف د یوې پرلپسې 

 ژندل شي.یپرلپسې  و پ

  لګې لپاره ید ب

 

 هغه دا دي

 

  
 

  

  
 

  

  
 

  

 

 ه راځيله دې سره پنډغالي ټکی لاس ت

  
 

 Verhulst-Modell مودل -یا فرهولست - -ورهولست

Pierre-François Verhulst [vəɾˈhʏlst] رپوه ووی: یو بیلجیمي شم 

(* 28. Oktober 1804 in Brüssel; † 15.  

Februar 1849 ebenda)  

 

  Rekursion ) په څټ ځغاستل(ریکورژن

 تعریفیږي هغه فنکشن، چې  د خپل ځان له خوا پیژند لري یا
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وده   په ګوته کوي. یو څو    سره د نورمال شوي  خلکو ګڼوالي د  

 ره ښایيیلګې د ا لاندې څیتیوپیکي ب

 

 

 لپاره   لاندې پولې ارزښت ته    ځي  د  لپاره      د

 

-لپاره  سړی اوسڅلیشن ګوري.  که پارامتر تل   لوی شي، نو د پنډغالي   د 

څخه اوښتلو باندې  پارامتر ارزښتونو  فاط د دوه برابره کیږي د اګڼون یا تعدا ټکو

ره کې کښل شوی دی،  په کوم کې چې د   یدلو باندې . دا په لاندې څییعنې له دې نور زیات

 محور پورته لور ته ځای په ځای شوي دي. - د   ټکي 
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 وله ارزښت پ

 

خت د څانګو کولو پرابلم کې رول رونې ثابته ده، چې دا زیات ووداسې په نامه د انځ

 لوبوي.

 شن دیرې څخه روښانه کیږي، چې ایتیله پورته څ

 
 حالت ښایي chaotisches Verhalten ګډوډیزلپاره یو

 

 

 شن یرکورزیو  اپروکسیم Pi د پي
Rekursive Approximation von Pi 

 

ډونو ګو-نیم اوږدوالی چې د یوې  یوونګردۍ یا واحد داېرې  د  او   د 

 یا کونجونو په باندې او په کې یعنې په دننه اودباندې لاندې   ریکورژن  پوره کړي  
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 په مرسته  اپروکسیمي کیدی شي.   د

له خوا    Johann Friedrich Pfaff (1765-1825) دا فرمول د یوهان فریدریښ پفاف

 زک کال میندل شوی. 1800په  

اټکل (   او  ګوډونو )– 96د  Archimedes (287-212 v. Chr.)دس یارښیم

 تخمین  سره  اړیکې یا 

 
 ندلې یا ترې لاس ته راوړې. یوم

  

رل شوی دی. لاندې جدول د ید یو میلیارد ځایونو ډېر شمله  د ګردۍ ګڼ یا عدد  

 تاریخې ودې  څخه یوه  کاپی راکوي.:

Wert 
 

korr. Stellen 
 

 Jahr 
 

Autor 
Bibel (1. Könige 

7:23) 

 
 

 

Autor Jahr   
korr. 

Stellen 
Wert 

Bibel (1. Könige 7:23) 550 v. Chr. 0 3 

Babylonier 2000 v. Chr. 1 3+1/8 

Archimedes 250 v. Chr. 3 
223/71 

22/7 

Liu Hui 263   5   

Tsu Ch'ung Chi 480   7   

Al-Kashi 1429   14   
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Romanus 1593   15   

Van Ceulen 1596   20   

Van Ceulen 1615   35   

Sharp 1699   71   

Machin 1706   100   

Rutherford 1824   152   

Strassnitzky/Dase 1844   200   

Shanks 1874   527   

Smith/Wrench 1949   1 120   

Reitwiesner u.a. 1949   2 037   

Genuys 1958   10 000   

Shanks/Wrench 1961   100 265   

Guilloud/Filliatre 1966   250 000   

Guilloud/Dichampt 1967   500 000   

Guilloud/Bouyer 1973   1 001 250   

Kanada/Yoshino/Tamura 1982   
16 777 

206 
  

Kanada/Tamura/Kubo 
u.a. 

1987   
134 217 

700 
  

Chudnovskys 1989   
1 011 196 

691 
  

 پای.

 

 یون په ساده هندسي پامکونې  باندې ولاړ  دیزریکور د ج.ف. پفاف
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 لپاره لاس ته راځي:   د وړانګې ) تالس( جملې له مخې د

 

 

 د ډېرګوډي   نیم د اړخونوګڼون  یا تعداد په ګوته کړي، نو باور لري  که 

  
 

  

  
 

 

  

 وول شي.  له لپاره ریکورزیون کېدی شي د تریګونومتري توابعو په مرسته و ښ   د
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 لاس ته راځي

   
  

  
 

 

  

  
  

  

 

 ارزښتونهپوله ځانګړي یا ترادفونو د پرلپسیو 
 

 یو څو غوره پوله ارزښتونه په لاندې جدول کې راوړل شوي

  

    

 
1 

 
0 

 
0 

 
0 

 
0 

  

  

 پای.
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 د مناسب بڼه   رل شي، داسې چې سړییدی شي پوله ارزښتونه وشمیزیات واره ک

 لو سره روښانه کیږي.یبدلون له لارې معیاري افادې ته بېرته ولاړ شي. دا د دوه ب

(i) د پرلپسې  پوله ارزښت شمېرلو ته 

 
 سړی ږدي

 
 او لاس ته راوړي

 
 په دې پسې یا د دې په تعقیب  دی

 

 

(ii)   د دې لپاره چې د                                                            

 رو، سړی لیکيیپوله ارزښت وشم
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 ده لرو دا چې په نوکانو کې افاده  

 
 

 د لاندې بڼې  پوله ارزښت 

 
ري، چې سړی د مطلق ارزښت د لویې پرلپسې توکو سره یپه مناسب ډول سړی داسې شم

 ووېشي:

 لګې په توګه دا پوله ارزښتید ب

 
 ر په لاندې بڼه لیکورو، نو مات یا کسیکه غواړو وشم

 

 د صفر پهلور ځی، نو پوله ارزښت  دا لاندې دی  او    دا چې

 
 

 د یوې لړۍ پرلپسې ) لنډ: لړۍ(  پوله ارزښت
Grenzwert einer Reihe 

 

دډېروو زیاتیدونو سره لړی بلل کیږي. دا د یوې پولې   یو زیاتون یا جمعه

 ارزښت 
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 جمعو –ویا په لور هڅیږي، که  ټوټه زیاتوون 

 

لور  ته وهڅیږی یا کونورګنت شي. که پوله ارزښت شتون ونه لري   د پرلپسې   

 نو پرلپسې پولې ته نه تلونکې  یا دیورګنت بلل کیږي. 

پوله ارزښت کېدی د زیاتوونو ) هغه عددونه چې یو په بل زیاتیږي( د لړۍ پرلپسې په 

 دلون وروسته شتون ولري.واک کې وي، همداسې  اړتیا نه شته چې د نظم ب

 

 د یوې لړۍ د پولې ته تلنې لپاره اړیین )شرط( دی، چې  

.  

 
 

فقط په لږو حالتونو کې د یوې لړی  روښانه یا اکسپلیڅیټ شمېرنه ممکن ده.  یوه بېلګه  

 یې د ټاکلو لړیو ده د راشنل زیاتیدونو سره لکه 

 
 د ټوټه کسر ټوټه ونې وروسته 

 
 په کېدی شي دا لړۍ 

 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 
 سرليک 96 

پورې ټول زیاتېدونې یو بل له مڼخه وړي یا پورته کوي،   او   بڼه ولیکل شي. تر

 تړلی لوستل کېدی شي.داسې چې پوله ارزښت   

 لپاره  باور لري  د ټوټه زیاتون  د کمښت لپاره   د ټول  

 

 

 
معه د ج–ه سره وړي. ټوټه زیاتون یا منځداچې منځني ترمونه سره پورته کیږي یا له 

 پرلپسې جوړوي: –کوشي 

 د لپاره     

 و پولې ارزښت ته کمون یا تفریق  دی

                                                        
 لړۍ پرلپسې غوره یا ښه روښانه ده. یا د جمعې د غړو  ښایي، چې د زیاتوونو  لګه دا همیب

 که لړۍ پرلپسې 

 

 

 ده، نو لړۍ پرلپسې دیورګنت ده.   انو کې افاده  اوټاکو، نو هر ه په نوک

 

 هندسي یا ځمککچیزې لړۍ
Geometrische Reihe 
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 وي.  ټیک هلته پولې ته ځي،ځمکچیزه لړۍ 

 د هندسي زیاتونفرمول  سره 

 
 کېدی شي پوله ارزښت وښانه یا اکسپلیڅیت وشمېرل شي:

 

 لپاره. د  

 پای.

 

ي  یا مثلث مخ  ته  تګ سره ژۍ د قانون یا قاعدې سره سم  که د یوه برابر اړخیز درېکوډ

 کیږدو

 

 د واورو پوټي-یو سره ، داسې په نامه  د کوښژنو یوه ډېرۍ یا سټ لاس ته راځي د وتلو 

Koch-Schneeflocke. 

 

 -  ژۍ لري.  دا چې د هر  پل سره په  ضریب   م د واورو  پوټی  

 ه لاس ته راځيکمیږي، نو د دې  څومره والي  لپار

دوالی:  ږتعداد ضرب د ژیو او –یو ګڼون یا ژد 

، 

 دا په دې معنا چې د ژیو اوږدوالی پولې ته نه ځي یا دیورګنت دی.
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  برابراړخیز درېګوډي لاس ته راځي د ژیو اوږدوالي  م پل سره  -په 

م د واورو پوټي د – په ور زیاتوالي سره. په دې توګه  د او  سطحې 

 لپاره راکوي سطحې 

 

 
 

 

  

  
 

 

  

 

 دا وتلې پوله ډېرۍ په پسې توګه سطحه  لري

 
 

 Harmonische Reihe هارموني لړۍ

 

 هارموني لړۍ

 
 لري.  پولې ته نه ځي یا همداسې ناټاکلی پوله ارزښت   

 زه توګه لړۍ یپه ټول

 

ګړي لپاره پولې ته تلونکې ده. یو څو ځان  لپاره دیورګنت او   د  

 ارزښتونه د.
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 Absolut konvergente Reihen  مطلق پولې ته تلونکې لړۍ

 

 که 

 

 مطلق پولې ته  تلونکې بللل کیږي. پولې ته لاړ شي، نو لړۍ 

د کونورګنت د دې قوي بڼې څخه لرو، چې  لړۍ د زیاتوونو لړې پرلپسې  په خوښه تغیر    

 نې پولې ته ځی. له امله هم کونورګنت ده یع

 کونورګنت قضیه راکوي: – )کوشي( کوښی

   für   

 د درېګوډي نابرابرون په مرسته د ټوټه زیاتون د کمښت لپاره لاس ته راځي:

   

 لپاره ،  د  
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 پولې ته تلنه.   دا په دې معناچې  د

 

 مایورانت او مینورانت
Majorante und Minorante 

 

 یو مثبت یا زیاتیزه ثابته، نو   د لباره   وي او  د   که  

 مطلق کونورګنت لاس ته راځي   مطلق کونورګنت  څخه د  

   لپارهو نو د    وي دټولو تر پای ډیرو  که  برعکس  

 هم  مطلق کونورګنت نه ده.   دیورګنت څخه لاس ته راځي، چې 

ړۍ په د پرتله کونې لاو  لړۍ   زیاتوخت یا زیات واره  هندسي لړۍ 

 ر کارول کیږي.یڅ

 

 د لړۍ 

 
 لپاره  دی 

 

 

 

 یوه مایورانت ده، نو دا پولې ته تلونکې ده.د دې په تعقیب هندسي لړۍ   

 د لړۍ 
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  لپاره  باور لري  لپاره د 

 
په دې پسې یا په تعقیب هارموني لړۍ یوه مینورانت ده، نو لړۍ پولې ته نه ځي یا 

 دیورګنت ده.

 

 Quotientenkriterium د وېش قضیه

 

 شتون ولري د    لپاره وي او یو عدد د  که  

 

 

 مطلق پولې ته ځي.  برعکس   سره، نو 

 

 پولې ته نه ځي یا دیورګنت ده.  ، نو 

 د پولې ته تلنې لپاره پوره کېدونکې قضیه کېدی شي په ورته بڼه 

 
 هم ولیکل شي. 

 ته تلونکي شرطونه رکورزیو د نابرابرون په پام کې دې وي، چې پوره کېدونکي پولې 

 
 په توګه دی، چې د هغې په بنسټ کومهوینا ممکن نه ده.
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  پای.

 

 که 

 
 وي، نو دی

 
 له دې سره هندسي لړۍ یوه مینورانت ده.

 د دیورګنت لپاره قضیه  راکوي، چې 

 

دیورګنت   لپاره.    زیاتیدونې صفرپرلپسې نه جوړوي، له کوم چې د  د

 ته راځي یا پولې ته نه تګ.. لاس

 پای.

 

د وېش قاعده کېدی شي ګټوره وي که په لړیو استعمال شي، چې د هغې زیاتوونې 

 فاکولتیت او توانونه خوندي ولري. د 

 
 لپاره د بېلګې په توګه سړی  لاس ته راوړي

 

 یې لړۍ پولې ته ځي. (تعقیب)دی، پسې لپاره د دې افادې پوله ارزښت د 

 

 توونو یو سیده تخمین د زیا
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 مفصل دی یا ډېر کار غواړي.  ضریبونه 

 
له یو څخه هم لوی دي او هم کوچني. سړی باید مناسبې جوړې سره یوځای کاندي، چې 

 یوه تخمین ته راشي. 

 

 Wurzelkriteriumقضیه یا جذرد ریښې 

 

 د که یو عدد

 

 . که برعکس مطلق پولې ته ځي  لپاره، نو   سره شتون ولري د    

 

 پولې ته نه تلونکې ده. لپاره، نو   وي د ناپای ډېرو 

 د کونورګنت لپاره پوره کېدونکي شرطونه  کېدی شي په ورته یا برابر  ارزښته بڼې

 
 هم ولیکل شي.   

  

 لپاره باور ولري،  نو هندسي لړۍ یو مایورانت جوړوي. د  که 

د  پرلپسې نه ده، ځکه چې  صفر د دیورګنت لپاره شرط راکوي، چې 

 لپاره  باور لري..  ناپای ډېرو 

 

م   - د ریښې قضیه  استعما کېدی شي په هغو لړیو  ګټوره وي، چې د هغو زیاتونونه 

 توان  خوندي ولري. د  
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 لګې په توګه لريیلپاره سړی د ب

 
 پرلپسې  یا ویینې د دې افادې

 
 د

 

 لپاره پولې ته ځي. تعقیب یې لړی د  له لارې  یا سره محدود ده.  په 

 همدې نتیجې ته رسو، که سړی پوله سوپریور جوړه کړي.

 
 مې ریښې  اوسڅیلیري پرلپسې  پولې ته نه ځي بې پروا یا نا غوره یا مهمه نه ده. –دا د 

 

 

 Leibniz-Kriterium د لایبنیڅ قضیه

 

 الترنیري )مخ نخښه بدلونې( لړۍ

 

یوه مونوتون صفر پرلپسې وي.  د لړۍ باقیو یا پاتو لپاره  باور   پولې ته ځي، که   

 لري
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د یوې الترنیري جمعې ارزښت کېدی شي تل د لومړي زیاتوني  د مطلق ارزښت له لارې  

  اټکل شي.

 د اټکل په بنسټ 

 
 د کوښی قضیه پوره ده، او د   لپاره د پاتې جمعې اټکل لاس ته راځي.

ې لپاره، چې د لړۍ دپاتې لپاره اټکل  راکوي، سړی بې له ټولیزو د دې نامساوات د ښوون

 د    نیسي او   (  .o.B.d.A)بندیزونو 

 
 له لارې پورته لور ته  اټکل کوي. او د 

 
 له لارې کښته لور ته اټکل کوي

 

 د لایبنیڅ  قضیې  سره  د الترنیري هارموني لړۍ 

 
 پولې ته تګ  لاس ته راځي ، پرلپسې   

 
م ټوټه جمعې ناټیکاوی ، دا په دې – n په روښانه توګه یوه همغږیزه صفر پرلپسې ده.  د

 معنا چې د لړی پرلپسې مطلق ارزښ دا لاندې  دی

 

 د لایبنیڅ قصیې دواړه وړاندنیونې  غوره دي.
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 د 

 

 صفرپرلپسې نه جوړوي. له لړۍ لپاره  زیاتووني 

 

 څخه    دیورګنت لاس ته راځي.

 د  

max   

همغږیزې نه دي. که یو په بل پسې زیاتوني سره یوځای کړو،  لړې لپاره زیاتوونې  

 نو لاس ته ترې راځي

  

 für   

 یوه مینورانت ده، نو له دې کبله  لړی دیورګنت ده.په تعقیب هامونې لړۍ   

 

 

 دیوې پرلپسې  او یوې لړۍ پولې په حیث e  یا عدد ګڼ Eulerد اویلر

   د اویلر عدد
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 ر انځور شيیدی شي د یوې پرلپسې او یوې لړۍ پوله ارزښت  پّ څیک

 
 پای.

 

څخه د مایورانت قضیې په بنسټ لاس ته د لړۍ  پولې ته تلنه  له  

 راځي.

سره نومول   د لاندې دواړو اټکلونو په بنسټ  د   پرلپسې  

 شوي یا په نخښه شوي  پوله ارزښت  په لور ځي. 

 a) (          .  

 لپاره  د ښوونې لپاره لومړی په پام کې نیسو چې د 

 
 دی. له دې سره د بینوم فرمول څخه لرو

 
 او دپوله ارزښت جوړولو سره غوښتنه لرو.

(b)    .  

 لپاره لرو: په خوښه تاکو مګر کره او  د د ښوونې لپاره   
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 له دې سره لاس ته راځي

 
 وښتنه.سره  غ ( )او د پولې ارزښت جوړولو

 له امله لرو :  ( څخه  د (b(او (aله 

 
 

 

 وله ارزښتونهپد لړیو ځانګړي 
 

 په لاندې کې  د څو غوره لړیو پوله ارزښتونه ورکړ شوي.

.  

 
   , für  
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 Stetigkeit یا متمادیت دنهیناپرېک
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لپاره    دی، که د ټولو پرلپسیو یا متمادي دونکییکې ناپرېکپه ټکی    بع یو تا

 په لور کونورګنت وی یا هڅیږي:  د  سره د تابع ارزښت  د د پولې  

 

 شتون ل ري د     ته یو   د پوله ارزښت د تعریف له مخې    هر

 لپاره ، او سړی لیکي      سره  د     

.  

په هر ټکي کې ناپرېکېدونکې    دونکې ده، که دا د  یناپرېک انتروال یو تابع په یوه

 وي.

ګراف سره تړلی دی، تابع ګام یا ټوپ  نه وهي او قطب نه لري )   دا په دې معناچې د 

 لنډ:  نه  پرې کیږي او نه ماتیږي(.

پرې  بالاخره ناپرېکېدنه په دې معنا ده، چې ګراف بې له دې  چې  ) پنسل پورته شي( 

 شي  رسم کیږي. 

 فنکشن
 فنکشن
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 دنې مختلف تیوپونه ښایي.یلګې د پرېکیدواړه ب پورته

په صفرځای کې یو ټوپ وهي. په حقیقت کې د تابع ارزښت    د سیګنوم تابع 

لپاره شتون   پوله ارزښت  د  مګر  د   ،  تعریف دی، 

 نه لري.

په لور  د   ره  لپا کې تعریفتشیا لري.   د تابع  په  

  هلته یو قطبځای لري.  مګر سره له دې هم  پوله ارزښت  هڅیږي، 

 د لنډونې څخه کتل کیږي. شتون لري. دا  تړلی  د کرښیز ضریب 

 

 دونکې تعریفتشیا ده.  د تابع ارزښتیدا یوه له منځه وړونکې یا پورته ک

 کی تابع کیږي.دونیباندې یو ناپرېک په    د تکمیلونې  له لارې 

 پای.
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 ) څیرې یې پورته دي( تابع 

 

ترمنځ    او   لپاره د  دونکې ده، ځکه چې د  یکې پرېک0په صفر 

 اوسڅیلی کیږي.

 د تابع  یاپه څټ عکس رب

 

 دونکې یا له منځه وړونکې ده.یکې پورته ک تعریفتشیا په  

 له 

 

 ټ لاس ته راځيدونکي قضیې په بنسیسره د پرتله ک   د

 

 د  دی شي  یله دې امله  ک
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 دونکي تابع ته پوره شي.یناپرېک  ایښوونې له لارې  یوه په ټول 

 

 Einseitige Stetigkeit یا متمادیت دنوالیییو اړخیز ناپرېک

 

 همداسې ښی ناپرېکېدنوالی  تعریفوي -ناپرېکدنوالي  ته ورته سړی کیڼ

 
 ړونده اړخ ترڅېړنې لاندې ونیسيپه ا  محور  د  داسې جې د 

 

په یوه ټوپځای تابع ارزښت تعیف وي، نو دا په ګراف کې پنډ په نخښه کېدی   که د 

 یا ښي اړخ  د پولې ارزښت سره سر خوري. -شي، چې روښانه شي چې د کیڼ

 پای.
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 تابع 

 
 دونکې ده. یپورې ناپرېک  په ټولو ټکو کې  تر  تعریفتشیا 

 

 

  

 

  

 

سره ښۍ اړخیزه  کېږدو  نو تابع به کیڼ اړخیزه او د ه ک

 تابع -لپاره د سیګنوم کې مخ ته لاړه شي. د    0ناپرېکېدونکې په 

 

 او نه کیڼه ناپرېکېدونکی دی. –کې   نه  ښۍ  0لاس ته راځي، چې دا په 

 

 

 دونکو توابعو لپاره لارې یا قاعدېرېکید ناپ
 

 لپاره   او    ې توابعوکې ناپرېکېدونکپه یوه ټکي  

       

       

       

   ) کهوي      

       

 دونکې دي.یکې ناپرېک په  

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

 115 سرليک

اوښي اړخیز  –ناپرېکېدونکې  تابع همداسې د کیڼ په ورته وګه  په یوه انتروال 

 ناپرېکېدنوالي ځایونو لپاره باور لري.

 پای.

 

 وینا څخه تړلې لاس ته راځي. دا لار  د پوله ارزښت لپاره  اړونده

 که دبېلګې په ت وګه د ناپرېکېدونکو توابعو کمپوزېشن) ترکیب( تر څېړنې ونیسو،  د 

 سره دا راکوي لپاره د پوله ارزښت    د ناپرېکېدنوالي څخه  د هرې پرلپسې 

 

 هم ناپرېکېدونکی دی، لاس ته راځي دا چې

 
 پاي.

 

 تابع. - داسې په نامه   

 
مخ ته بیولو یا دوام  د

  سره په  

 باندې ناپېکېدونکې ده.
ښوونه یې د ترېګونومتریک  

توابعو په تخمین پورې اړه 

 لري.
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، د ګردۍ ټوټه وونې یا  د ردېګوډي

د سطحو د  پرتلې وتر او درېګوډي 

 له لارې په څېره کې کتل کیږي، چې 

 
 همداسې 

 

کوس سره وېشنې له لارې او د مع   د 

د پرتلې  ارزښت جوړونه. د  

 قضیې څخه لاس ته راځي.

 

 

 

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ

 تابع 

 

 دونکې دهیناپرېک سره په ټول   د مخ ته وړنې
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 باور لري

  

    

  

 

    

 او له 

 
 لاس ته راځي

 
 لیکونکي: اپپ، هیولیګ
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 Zwischenwertsatz منځ ارزښت جمله

 

ترمنځ هر    او  د   په یوه بندانتروال  ابع یو ناپرېکېدونی ت

 ارزښت نیسي یا غوره کوی.

 
 لیکونکي: اپپ، هیولیګ

   ناپرېکېدونکی  تنظیم کړي، نو یو په انتروال  انتروال      که یو تابع

 شتون لري د

 
 سره.   
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 دونکې تابع ید ناپرېک

 

سره د یوه  باور لري.  د منځ ارزښت جملې او     لپاره 

 شتون لاس ته راځي: صفرځای 

 د نتپرېکیدونکو توابعو لپاره

 

 

 . یا بیکس ټکی   -یو ځاي په څای  دا په دې معناجې د 

 لیکونکي: هیولیګ، کراڅ
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 Bisektionsverfahrenتلنلار یا برخو  –حو طد دوه س

د    دونکی تابع ید منځ ارزښت جملې په بنسټ  یو ناپرېک

 کې لري.تر لږه یو صفرځای په    سره  لږ 

 

 ته  د انتروال په ةنځ کې ارزښت ورکړي که دا انتروال نیم شي او  

، 

دی شي د مخنخښې په مرسته پرېکړه وشي، چې د کوم انتروال  په نیمایي کې باید ینو ک

 صفرځای پروت وي:

 شتون لريصفرځای  کېلاسته راځي ، چې په  

 کې  شتون لري لاس ته راځي صفرځاب په  

) ټیک حل ته ور نږدې  iteriert سړی اوس دا اړونده برخه انتروال ټاکي او داایتریر

 ټیکوالي ته ورسیږي.  کونه( کوي،  تر څو د انتروال اوږدوالی غوښتوني

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ، پفایل 
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 Extrema stetiger Funktionen دونکي تابع افرطیتید ناپرېک

 

لږ تر لږه یو مینیموم او یو دونکی تابع په یوه پای رابند انتروال  ییو ناپرېک

 ماکسیموم لري.

 
 لیکونکي: اپپ، هیولیګ

 

 شتون لري د  یو     

 

 لپاره  سره   د     

 ساده دی(   لیکو لپاره ) حالت    د ښوونې  ته د

 
 دونکی تابع یاو ناپرېک

(c) ketabton.com: The Digital Library



 
 سرليک 122 

 
 ړو.یڅ

  شتون لري، داسې چې  دی، نو یو    دا چې

 لپاره باوري کوي.  د    د

 
 سره لاس ته راځي

 
 او له دې سره پورته غوښتنه

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ

 

 Gleichmäßige Stetigkeit  دنوالییبرابرډوله ناپرېک

 

برابرډوله یا برابرارزښته ناپرېکېدونکی دی ، که د ټولو  په یوه   انتروال  یو  تابع

 شتون ولري ، دا سې چې راکړيلپاره یو     

 

 لپاره.  د ټولو 

په واک کې نه ده. تنهاپه یوه محدود رابند   د   د تنها ناپرېکېدنې په برعکس    د

 ډوله ناپرېکېدنوالی سره ورته دی. –رېکېدنوال کی او برابرارزښته یا انتروال کې ناپ

 لیکونکي: هیولیګ، پفایل

 

 

 Punktweise Konvergenz ټکي ډول پولې ته  تلنهپه 
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په لور  پولې  ټکي ډوله   د پولې تابع   یوه پرلپسې   په یوه انتروال د توابعو

 ته ځي.

 

 

 لپاره.  وي د ټولو  که  

 نکي: اپپ، هیولیګلیکو

 

 په ټکیډوله پولې ته تلنې باید نه دی چې ناپرېکېدنوال او بندوالی ساتلي پاتې شي.

  ټکي ډوله پوله ارزښت په   د بېېلګې په توګه د  

 

 
 په ښي انتروال پای پرېکېدونکی دی، لکه په کیڼه څېره کې چې ښوول شوی دی.

 

 

  

 
 

 نامحدود پوله تابع په لور  ښۍ څېره د پرلپسې سره د یو کونورګنت لپاره بېلګه چې د 
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 په لور پولې ته ځي.  ټکي ډوله د پوله تابع  ښایي ،  چې په  

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ

 

 Gleichmäßige Konvergenzبرابرارزښته یا برابرډوله پولې ته تلنه 

په لور تابع  برابرډوله  د یوه پولې  په یوه انتروال    د توابعو یوه پرلپسې

 پولې ته ځي، 

 

 شتون ولری، داسې چې   ته یو  که هر  

 

 لپاره باور ولري.  د ټولو 

قضیې په مرسته کېدی شي برابرډوله پولې ته تلنه بې د پولېتابع نسبت څخه –د کوشي 

 تعریف شي. سړی ورته شرطونه لاس ته راوړي، داسې چې 

 

 لپاره باید باور ولري.  د ټولو 

 هم ده.ناپرېکېدونکي وي، نو پوله تابع  ه توابعک

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ 

 

 د درېګوډي نامساواتو څخه  لرو
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شتون لري، داسې چې د    ته د برابرډوله کونورګنت له امله یو د په خوښه  

 لپاره  

 

دي،   لپاره اخرنی او لومړنی ترم    باوري کوي.  د یوه داسې  

لاس ته راځي او له دې  وي. دا له    که

 لپاره.  د   سره 

  لیکونکي: اپپ، هیولیګ

 

 Konvergenz von Funktionenreihen د توابعو لړۍ پولې ته تلنه

پولې ته تلونکې ده، که دا د ټکي ډوله ) برابرډوله( لړۍ    یوه د  توابعو 

 لپاره دا حالت ولري. لاندې ټوټه جمعې یا زیاتون 

 

د برابرډوله پولې   یوه کلکونه یې مطلق پولې ته تلنه ده،  چې د هغې سرره د 

ته تلنې  لپاره غوښتل کیږي.  په دې حالت کې پولې ته تلنه د لړۍ  یوه نظم بدلون لپاره هم 

 ساتلی پاتیږي.

 سره سم دا وینا وې په تابع پرلپسیوو هم   د باور وړ دي.د تعریف 

  لیکونکي: اپپ، هیولیګ 

 

 لکو حالتونه  ښولکیږيیپه لاندې کې د  یو څو تیوپیکي ب

 (i)  د توابعو لړۍ 
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ټکې ډوله پولې ته ځي. د هندسي لړی لپاره فرمولپه مرسته پوله تابع لاس ته  په

 راځي

 

 
 نکی دی، کېدی شي لړی برابرډوله کونورګنت نه وي. کې پرېکېدو دا چې   په 

 (ii)   لپاره لړۍ  د 

 

همغږیز صفر پرلپسې ده(. دا چې د لړۍ پاتې د   پولې ته تلنې له امله )–د لایبنیڅ 

 لایبنیڅ پسې  د 

 

حتی برابرډوله پولې ته ځي. مګر سره له دې    له لارې اټکل کېدی شي، لړۍ په 

 دیورګنت ده.  پولې ته نه ځي، ځکه چې  باندې مطلق  په 

 (iii)  لړۍ 
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 باندې مطلق پولې ته ځي، ځکه چېپه  

 
 باور لري، او 

 
 پولې ته ځي.

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ 

 

 یا پورته پولې توابعو لړۍ ته مایورانت
 Majorante bei Funktionenreihen 
 

 

 لپاره باور لري  د پوره لوی  

 

 ولې ته ځي، بیا نو لړۍ پ  اوکه  لړۍ

 
 مطلق پولې ته تلونکې ده.

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ

 

وینا تړلې  د اعدادو لړۍ  لپاره د مایورانت له جملې لاس ته راځي، ځکه چې  د ټولو  

 لپاره لرو  

 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 
 سرليک 128 

 
 لیکونکي: اپپ، هیولیګ 

 

 د اکسپوننشل تابع  ضرب اڼخورونه
 وله ارزښت په حیث انځور شي:اکسپوننشل تابع کېدی شي د یوه ضرب د پ

 

 د برابرډوله پولې ته تګ سره. په هر انتروال

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ 

 

 لومړی  به د 

 
 برابرډوله پولې ته تلنه  و ښوول شي. دې ته سړی  ترې کار اخلي یا استعمالوي،  چې 

 

 (i) 

 لپاره ؛د په خوښه         

 

   (ii)  

  ه یو مونوتون جګېدونکې د لپار   د هر           

 په لور  تلونکې پرلپسې  ده.

د دې لپاره چې د کوشي فرمول استعمال کړو،  سړی کمښت یا تفریق  

 په لاندې بڼه  لیکي    
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 سره .   د

 سره د اخرنیو زیاتېدونو ارزښت  هر ځل    او   لپاره د  د 

 

 لپاره.  د یوه پوره لوي ټاکلې    پسې    (i)دی، نو د

 پسې یا له مخې  دی (ii)د  

 

دی شي د لومړنۍ  جمعې  هره زیاتېدونې  د یلپاره، اوله دې سره ک   د

 له لارې  اټکل کړي.  په ټولیزه توګه لرو  دو    دیپه ټوټه ک    

د 

باندې د پولې تابع  برابرډوله پولې ته تلنې په بنسټ  په هر انتروال  

د راشنل پروت     سیا کوي، چې ناپرېکېدونکې ده. ب 

د    په راوړنې سره  د لپاره وښایو. د یوې برخه پرلپسې محور

 تعریف څخه لاس ته راځي

 
 ناپرېکېدنې له امله.  د
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 ال تابع لړۍ انځورونهننشد اکسپو
  

 اکسپوننشل تابع کېدی شي د یوې لړی د پولع ارزښت په تګه انځور شي:

 

 برډوله پولې ته تلنې سره.براد هر انتروال  

 لیکونکي: هیولیګ، هیورنر 

 

 اوس د ضرب انځورونې ته ورته والی ښولکیږي:

 

  لړۍ  په څېر  د جمعې د روښانه ونې  څخه لاس ته راځي. د -دا تړلی د تیلور

 لپاره  دا لاندې سیده ښوونه ستونځمنه ده، سره له دې بې له مشتق  منځ  راوځي. 

 دسړی پوله ارزښت 

    

                                              
 له لارې پورته لور ته  اټکل کوي او د 
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لپاره د پوله ارزښت    کښته لور ته اټکل کوي. د  د یوه په خوښه  

 بروالی  لاس ته راځي.جوړولو  څخه وروسته  د دواړو آتکلونو یو بل سره برا

لپاره همم شونې ده،  که سړی مثبت او منفي برخه په   یوه ورته دلیل راوړنه د 

 دې منځ ته راغلې جمعه کې  ځانله یا جداوڅیړي.

 لیکونکي: هیولیګ، هیورنر 

 

لګې په توګه  یړنې لاندې نیسي. د بیبیلوژیکي ودې پروسې  تر څ ېاکسپوننشا تابع د ډېر

د  د قومونو ودې مودل  کې د زېږېدنې ګڼون یا تعداد متناسب دی د د ورځنې  په یو ساده 

 ې معنا چې دپه وخت کې، دا په    سره د  دونکو تعدادیاوس

 
 لپاه دا د ودې قانون   د

 
 له لارې مودلي کیږي.

 ونډه
 

1.76 % 

1.87 % 

2.02 % 

2.16 % 

1.80 % 

1.80 % 

1.79 % 

1.77 % 

1.54 % 

1.37 % 

1.25 % 

 د نفوسو تعداد په میلیونو
2555 

2779 

3039 

3345 

3707 

4088 

4456 

485 

5283 

5690 

6080 

 کال
 

1950 

1955 

1960 

1965 

1970 

1975 

1980 

1985 

1990 

1995 

2000 
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ښایي  همداسې کلنۍ د ودې تعداد) اټکل شوی )کیڼ( جدول د نړۍ اوسېدونکي 

   % 1.81کې  2000-1950یټ(  په کلونو   ارزښت (.  کلنۍ منځنې  د ودې زیاتون ) ر

 کال څخه به  د ثابت منځني اکسپوننشل ودې سره  1950وو. له 

 
میلیارده وګنل شي) ټکي په ټکي شوې کږه   16 کې 2050به د نړۍ اوسېدونکي  په کال  

 یا منحني(.

 لیکونکي: هیولیګ، هیورنر

 

 Ableitung دنه(یلیمشتق)راب

 

کې مشتقوړ یا رابېلېدوړ دی، که د مشتق  په نوم نومول شوې پوله   په ټکي  یو تابع  

 ارزښت 

 
 شتون ولري..
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دوړوالی هندسي په دې معنا دی، چې د ټوټه ونې یا سیکانت جګوالی  یلیمشتقوړوالی یا راب

 له 

    

)پوله یې ونیول شي څخه  د ورکړشوي  تانجنت جګوالي په لور وهڅیږي یا کونورګنت

 .شي(

 :ی داسې  هم لیکيسړ

   

پولې ته تګ   ډول په کمښت وېش کې -سره . دا لیکدود یا ه  د 

 ښایي 
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 سره په نخښه کیږي.  همداسې   جګ مشتقونه د  

د ټول   باندې مشتقوړ بلل کیږي، که   په یوه ډېرۍ یا سټ   یو تابع  

 لپاره شتون ولري. 

  

 سم لرو:د مشتق لپاره د تعریف سره  د تابع 

 

 ثابټ دی.   دویم مشتق 

لپاره  د بینوم فرمول په   , , په ټولیزه توګه یو د خوښې مونوم  

 مرسته لرو

 

 ترمونه په نخښه کوي.  د نظم  د کوم سره چې  

  

 یا جمعې قضیې په مرسته وشمېرل شي –مشتق کېدی شي د زیاتون    د

 له  

 

 راکويسره     څخه د کمښت وېش لپاره د 
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 د

 
 په لور هڅیږي.  لپاره ښی اړخ د    له امله د

 لیکونکي: هیولیګ، کوپف 

 

 دنه یلید بنسټتوابعو مشتق یا راب
 

 لاندې جدول د غوره  بنسټتوابعو مشتق ښایي: 

 

  
  

  

 0    ,   
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 لیکونکي: هیولیګ، کوپف

 

 

 

 Linearität der Ableitungدنې کرښزوالی   یلید مشتق یاراب

 

 لپاره باور لري  او   مشتق کرښیز دی، دا په دې معناچې  د مشتقوړ توابعو 

 

  

  
 

 

 لیکونکي: هیولیګ، کوپف

 

 Produktregelد ضرب قانون 

 

 دی د ضرب مشتق    او د دوه مشتقوړ  توابعو  

 

 لپاره باور لري  په ټولیزه توګه د  ضرب 

 
 لیکونکي: هیولیګ، کوپف

 

 

 د تعریف څخه تړلی راکوي
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 لیکونکي: هیولیګ، کوپف

 

 

 د پولینوم 

 

ضریب  –په ځایونو کې   ټاکل کیږي. دا چې  د هر کرښیز   مشتق  د 

 دی، د ضرب له لارې  یا قاعدې  څخه لرو  1مشتق 

   
  

   
  

   
  

 

 

 په ورته توګه سړی د 

 
 لپاره شایي، چې 
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 لپاره.  دی  د

 (Autoren: Höllig/Hörner/Knesch) 

 

 

 Quotientenregel د وېش قانون  یا لار

 

 د دوه مشتقوړ توابعو د وېش مشتق  دی 

 

 سره. په ځانګړې توګه باور لري  کې د  په ټول ټکو 

 
 ، کوپفلیکونکي: هیولیګ

 

 
 دی د راشنل توابعو مشتق 

 

 

 
 

 

  

  
 

 

  

 

 په بدیلي ډول د ضرب قانون سره لاس ته راوړو
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(Autoren: Höllig/Kreitz  

 

 

 

 Kettenregelقانون  -ځنځیری  لار  یا 

 

 

 د توابعو د ځنځیرونې  

 
 لپاره  مشتق  دی

 

.  

 سره سړی لیکي   د 

.   

 فلیکونکي: هیولیګ، کوپ

 

 

 د تعریف څخه تړلی لاس ته راځي
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 دی.   رته چې  یچ

 لیکونکي: هیولیګ، کوپف 

 

 

 تعریفیږي: د ځنځیري قانو د روښنه کولو  ته 

 

 

 شمېرلو ته د سره د ځنځیر قانون کارول کیږي: د دننني مشتق

 

 

 په بدیلي توګه کېدی شي  د مشتق لیکدود وکارول شي. د   

 

  سره دی
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 ونکي: هیولیګ، کوپفلیک

 

 

 Implizites Differenzieren ایمپلیڅیت مشتق نیول

 

   او  ایمپلیڅیت وي، دا په دې معناچې یو برابرون  په   که یو تابع  

دی شي.  دلته یواځې په  یپسې مشتق ک  کې ورکړ شوی، داسې  چې دواړه خواوي د 

 کې    افادو  باندې ځنځیري قانون استعمالیږي.  

 د بېلګې په توګه  سړی د 

 
 له لارې ورکړ شوې ایلیپسې یا هګۍ 

 
 همداسې 

.   

 لاس ته راوړي.

سره د تانجنت جګوالی وټاکل په    یوه ټکي  د    له دې سره کېدی شي د  

 شي.

 لپاره په لاس راځي  د بېلګې په توګه  د

.   
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دضرب قانون د استعمال سره  لپاره  په ورته توګه  جګ مشفقونه شمېرل کیږي. د 

 دی

 
 له دې لاس ته راځي

.   

ژندلو یارزښتونو پ  باندې د یوه ټکي  ځا په ځای کول  او همدا د دی شي  په  یک

 له لارې  څرګند ازښتونه ټاکي

 لیکونکي: هیولیګ، کوپف

 

 

چې   کې یو د برېښنا یا رڼا برج دی د یوه څرخېدونکي بېجلۍ یا ګروپ  سره، په ټکي  

 کرښیز لرې دښته  لویږي.   km 1له لارې  تللۍ    او   د رڼا وړانګه یې  د   ټکو 
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ثانیو ته اړتیا لري، دا په دې معنا چې   2وړانګه غورځونکی د یوه څرخون لپاره 

 . د  رڼاوړانګې پوزیشن یا ځای  په دښته کې  دی 

 
 له دې سره د چټکتیا لپاره لاس ته راځي

   für ,  

 

 دا په دې معنا چې سوری یې  له رڼا چټک دی. 

  

ته  د  په   Bیو ټیکه معالعه  لاندې  راکوي.  د دې وخت توپیر په پام کېنیولو له امله رڼا 

د رڼا چټکتبا ده،    ورسیږي،  دکوم سره چې     وخت

 له دې سره لرو

.  

 مشتق راکوي  پسې  د وروسته د  
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 ایښوونه په   او  د 

 
 کې بالاخره راکوي

 
 همداسې 

.   

هڅیږي، د اینشټاین د تیوري سره په هم غږۍ   لپاره اوس   د 

 کې باور لري

t  

    für  

لپاره   بېرته سړی یوو خورا لویه چټکتیا داپه دې معناچې  د 

لاس ته راوړي.  سوری له دې امله د رڼا ګړندی دی. دا د اینشټاین تیوري سره په تضاد 

ګوري، نا دا خورنده ماده. د ،،ساده  ,Phänomenکې نه دی، ځکه چې سړی یو ه پېښه 

څخه څېړونکي،،  لپاره بو نا ښه احساس پاتیږي دا په هر صورت له   

 ورو خوزي. 

 لیکونکي: هیولیګ، کوپف 
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 Leibniz-Regel د لایبنیڅ قاعده یا لار

 

 م مشتق دی- nد یوه ضرب 

.   

(Autoren: Höllig/Kopf) 

 

 

 

 د    په حالت کې باور لري

 
 او د   لپاره  دی

 

 
نیسي د بینومیال ضریبونو  لپاره  د  ټولیزه ښوونه د اندکشن له لارې صورت  په   

 ریکورزین په پام  کې نیولو سره.

 لیکونکي: هیولیګ، کوپف

 

 

 په ځا کې دې د     د

 
 یولسم مشتق وشمېرل شي.

م - 9فقط    لپاره  د مونوم   دې څخه کار اخلو، چې    د د دې لپاره لومړی له 

 مشتق  د صفر سره نابرابر دی:
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 فرمول له دې سره فقط په یوه ترم راکمه وي. -د لایبنیڅ

 
 د ځنځیري قانون سره لرو یا لاس ته اځي

 

   
  

   
  

 

 . له دې سره غوښتونی مشتق دا لاندې دی یعنې 

 

 
 ولیګ، کوپفلیکونکي: هی

د    که یو تابع  

سره     

   ناپرېکېدونکې مشتقوړ وي، نو

په یوه چاپېریال کې   د 

 معکوس وړ دی ، او باور لري   

 
 همداسې 

. 
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 جګوالي معکوس دي.  او  لکه په څېره کې چې لیدل کیږي، د  

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ، 

 

 ، نو لاس ته راوړوکه کیږدو

 
 یري قانون سره  مشتقونهاو د ځنځ

 

 سره غوښتنه یا ثبوت لاس ته راځي د  
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په ځایونو کې سره معکوس   او   جګوالی په  اړونده  د   او    دا چې د 

 یو بل ته سیومتریک دي.  او دي، روښانیږي، که په پام کې ونیول شي، چې  

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ،  

 

 معکوس تابع مشتق وټاکو، لومړی شمېرو   دا چې د تانجنت تابع   د 

 

 

    

 

 

 له دې سره لاس ته راځي 

 

    

 

 

 

  

 

تابع په څېر ولیکل شي. د دې لپاره کټوټوالی کارول کیږي با    ښی  اړخ اوس باید د

 استعمالیږي.
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 او لاس ته راوړي

 

 

    

 و.یا معکوس تابع ښای -په ورته توګه د  کوتانجنت په څټ

 

    

 

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ، 

 

 

 تابع 
 

 
لونو اروتپه ان 

او    

هر وار په   

یامعکوس  تابع   –څټ 

 لري.  
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 په دواړو حالتونو کې باور لري

 
 بل یې مشتقنیول راکوي

 

 لپاره لاس ته راځي  ګړي ډول   د نپه ځا

 
اید روښنه جوړه شي. دا ټیک هلته مشتقونه  شمېرلوړ دي، بې له دې چې معکوس  تابع  ب

لګه کې دا یو لیکي.  په دې بتابع  د په څېر    شونی دی، چې که سړی   د 

 تابع په څېر لیکل کېدی شي:  د   شوندی دی، ځکه  

 
پورته ارزښتونه داسې شمېرل کېدی شي، دکومو سره چې د هغوی د ارزښتجوړې 

 اړونده څانګه  باید وټاکل شي.

 ي:  هیولیګ، کرایڅ لیکونک 

 

 

 Logarithmische Ableitung  دنهیلیراب - تق یاشمي متلوګاری

 

 دا فرمول 

 

دو ته وکارول یبڼې  توابعو  مشتق   سره   د  دی شي  د یک

 شي. سړی لاس ته راوړي 
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 لیکونکي: اپپ، هیولیګ، 

 

 سره  تابع  د 

 
 لپاره مشتق دی 

  

 

 

د    لور هڅیږي،  نود  صفر په   لپاره    د

په لور.   نو تابع  په صفرځای کې ښي  اړخیز ناپزېکېدونکې ده. د مشتق لپاره   

 لپاره   له امله د   او    دا حالت نه دی. د 

 په  صفر یو ولاړ یا عمود تانجنت لري. 

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ،  

 

 

 Satz von Rolle د رولې جمله
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 وسره لږ تر لږه ی  مشتق د وړ تابع دونکي مشتقید یوه ناپرېک

 لري. صفرځای

 

صفرځایونه ولري ) د ډېروار   کې   تولیز باور لري:  که یو تابع په یوه انتوال

 صفرځایونه  لري. م مشتق  –والي په شمول(، نو هلته   

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ، 

 

کې ټکي   ه امله   په  ناپرېکېدونکی دی، نو د  افراطي ارزښت  جملې ل  دا چې 

 شتون لري    دا لاندې    باوري کوي  او    
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باور لري. له دې  حالت ساده دی(، نو  ناثابت وي) د  ثابت  که  

 کې   پروت دی . دا چې امله لږ ترلږه د دې دواړو ټکو څخه یو یې په  

 یا صفر شي. –طیت لپاره مشتق ورک مشتقوړ دی باید د دې ځایز یا لوکال افرا

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ، 

 

 

 Mittelwertsatz  منځ ارزښت قضیه

 

 لپاره باور لري د یوه ناپرېکېدونکي مشتقوړ تابع

 
 

 لپاره  د یوه   

  

هندسې دا کټوټوالی په دې معنا دی، چې تانجنت په یوه ټکي   کې غبرګ دی د له پای 

ټوټه ونې یا وتر سره.  داسې هم لیکو    تېرېدونکياو     ټکو

.  
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 لیکونکي: اپپ، هیولیګ، 

 

 د یوې تابع   

 

هم    ناپرېکېدونکی مشتقوړ دی، نو باور لري. دا چې  لپاره

شتون لري د    ناپرېکېدونکی مشتقوړ دی او د رولې د جملې پر بنسټ یو

 لاندې سره

 
 همداسې

 
 

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ، 

 

 

 

 Verallgemeinerter Mittelwertsatz   ولیزه )شوې( منخ ارزښت جملهټ

 

یو   شتون لري د لاندې ناپرېکېدونکي مشتقوړ توابع وي، نو   او    که

 سره

 

 باور ولري، نو  سړی کړی شي هم  باندې که برسېره پردې  په 
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 هم ولیکي.

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ، 

 

 

 د  تابع 

 

ناپرېکېدونکي مشتقوړ دي،  او  ري. دا چې  باور ل لپاره

هم ناپرېکېدونکې مشتقوړ دی او د پورته د رولې د جملې سره سره سم یو    نو

 شتون  لري د لاندې سره.  

 

  
   

 
bzw.   همداسې 

  
    

 

وي. نو د منځ  ارزښت جملې سره سم  په  باندې   که   

 هم او سړی لاس ته راوړي.  

 

 
 لیکونکي: اپپ، هیولیګ، 

 

 

 Landau-Symbole سیمبول-لانداو

 

 

 سړی لیکي
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  ته پوره نږدې    وي شتون ولري، دسې چې   که یو  ثابت 

 لپاره  .

 په لور هڅیږي، نو سړی په اړونده توګه  لیکدود کاروي    0د   

.  

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ، 

 

 د بینوم له جملې څخه لاس ته راځي

 

 سره   دغزونې وروسته لاس ته راځي  یا معکوس جوړونې د  –ه څټ پ

 

 
 

 

  
 

 

  
  

 لپاره دی  د 

 

 لپاره.   د ټولو 

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ، 
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 دی شي د لاګرانژ فرمول  په مرسته تعریف شي.یدنه او مشتقوړوالی کیناپرېک

 کې ناپرېکېدونکی دی، که ويپه   یو تابع 

 
 قوړوالی د مشف

 
 سره په یوه معنا دی د 

 
 سره.

ودې څخه هغه تېره –د یوه دوه واره ناپرېکېدونکي مشتقوړتابع   لپاره  د تېلور 

 لاس ته راځي  اټکل

 لیکونکي:کلاوس، هیولیګ، 

 

 

 

 Regel von l'Hospital د لو، پیتال قاعده یا لار

 

کې یوه ګډ صفرځای یا قطبځای    په  او    که دوه ناپرېکېدونکي مشتقوړ توابع   

 ولري، نو باور لري

 

 
 که  ښی پوله ارزښت شتون ولري)  په ورکړ شوي حالت کې په ناپای کې(

 شتون لري د لاندې سره   تر منځ یو او   د ټولیزه منځ ارزښت جملې په بنسټ د 
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عنا  په م  یعنې  داسې  که سړی ، د یوه ناپای پوله ارزښت په موخه،   

 کړي. 

 ځي،  نو سملاسي راکوي  سره   هم  له دې  

 
 لیکونکي: اپپ، هیولیګ، 

 

 د لو، پیتال  د جملې استعمال  د یو څو بېلګو لړیو  په بنسټ  روښانه کیږي

 لپاره:   د

 

 لپاره :  د 

 

 لپاره:   د ټولو

 
 ډېواره استعمال:
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چې د شمېرلو پوله ارزښت شتون  د لوپیتال قاعدې  د  په دې بېلګو کې دې پام وي،

 استعمال پسې د منځته راغلې پوله ارزښت  د  شتون  له لارې  تضمین دی.

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ، 

 

 

 Lineare Approximation کرښیزاپروکسمیشن ) ورنږدېوالی(

 

 لپاره باور لري د یوه دوه واره ناپرېکېدونکي مشتقوړ تابع

 
 دې پاتې غړي سرهد لان

 

 سره.  او ترمنځ   د   او د 

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ، 

 

 

 تابع 

                          

 

لپاره یو ډبل یا دوه واره    لپاره یو صفرځای لري او د  د 

 شتون لري د لاندې سره  صفرځای  لي. د رولې د جملې په تعقیب یو 
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 همداسې

 
 

 

 پپ، هیولیګ، لیکونکي: ا

 

 Fehlerfortpflanzung  ودهد ناټیکاوي 

 

مطلق ناټیکاوی یا یو یا اندازونې ارزښت  –د  یوه کچ     

 لپاره    ښایې  نو د یوه ناپرېکېدونکي مشتقوړ تابع  نږدېوالی

 

سره. په اړونده  توګه د نسبي ناټیکاوی لپاره باور   باور لري د 

 لري

 

د کندیشن عدد  بلل  په ځای کې د    د    کې افاده  وي. په نوکانو  که 

 کیږي.

د پرېښږږلږ یعنې له منځه وړلو  له لارې  کېدی شي د ناټیکاوي نږدیوالس د ترم 

اټکل شي. د دې سره کېدی شي د ټیک مشتق ارزښت په ځای مناسب بندیزونه هم وکارول 

 شي:

 

 و بندیز یا لنډ: بند دی  د نسبي ناټیکاوي لپاره ی  په ا ړونده توګه  
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 لیکونکي: اپپ، هیولیګ، 

 

 

کېدی شي د کاتېتونو یا ولاو اړخونو  د نسبت څخه په یو کونج 

 جګېدونکي درېګوډي کې  داسې وټاکو :

 

د مطلق سره کچ کړو،  نو کېدی شي  ضریب د کره ځای په ځای     که 

 ناټیکاوي  لپاره  د 

 
 

  لپاره ماکسمال  کیږي، او سړی لاس ته     له لارې اټکل شي. افاده  د

 راوړي، دا په دې معنا چې 

 
لپاره  غزیږي. په ورته توګه د نسبي ناټیکاوي د  قوی    لویې ناټیکیاوۍ د کوچني 

 کېدنې فکتور   لپاره هم باور لري 

 
 

 که دا لاندې تخمین وکارول شي

  ، 

 نو لاس ته راځي
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 رينو نږدېوالي ډول  باور ل

 
 دا په دې معنا چې نسبي فکتور نه غښتلی کیږي

 

 لیکونکي: کلاوس، هیولیګ، 

 

 

 Newton-Verfahren قانو -ټن تلنلار یا ود نی

 

 

د نیټن تلنلار سره کېدی شي د یوه 

نومریک  صفرځای  تابع 

وټاکل شي.   د  نږدېونې یا 

اپروکسمیشن پرلپسې 

د کرښیزوالي څخه    

 ګټل کیږي.

محور  - د    نږدېوالی

سره   د تانجنت غوڅتکی دی په   

 کې :  ټکی 

 

 

ایتریشن لوکال مربع پولې  –لپاره د نیوټن   ( )  د یوه ساده صفرځای  

 دا په دې معناچې    ته ځي،
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 په  یوه پوره کوچني چاپریال کې.  لپاره  د د پیلټکي 

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ، 

 

 

 له لارې  سړی  Taylor-Approximationنږدې ارزت -د تیلور 

 

 لاس ته راوړي د پاتې غړي  

 

ت رمنځ پرته ده. که د انترپولیشن قاعده کې   او  لپاره چې د   سره  د یوه 

 کیږدو

 ، 

 نو لالاس ته راځي

 

 لپاره لرو د  
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  لپاره  په یوه د   د ناپریکیدنېأه امله د  باور ولري، نو  که 

 کې مخدود دی: ل ریایچاپ

 
 له ې سره  د مربع یا څلوریز پولې ته تګ لاس ته راځي.

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ، 

 

 که په لاندې مساوات د نیټن قانون وکاروو 

 

، 

 نو اتریشن) پل په پل اصلې حل ته وردږدې کېدنه(  لاس ته راځي

 

 په پام کې د ې وي. چې 

حقیقي حل نه لري، نیوټن تلنلار 

نون  په حقیقي پیل ارزښت یا قا

سره پولې ته نه شي تللی.   

یو   په رښتیا کې  پرلپسې

 ګډوډ حالت غوره کوي.
 

 همرست پهټوالي مد کټ

 

 

 کېدی شي اکسپلیڅیټ ورکړل شي: پرلپسې 
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 لیکونکي: اپپ، هیولیګ، 

 

 ه کارول شوی ایترېشن یا پل پل پل مخ ته تلنه یا تکرار  خها له بابلیانو  څ

 

لپاره د   د ریښې  شمېرلو ته  په ټیکه مطالعه د  د یوه حقیقی عدد

 نیوتن تلنلار په حیثٍ ځان ښایي:

 

 لپاره نږدې شمېرنه یا اپروکسیمېشن لاس ته راوړو. د   

1 

.51 

66666666666666666666666666666666666671.41 

56862745098039215686274509803921571.41421 

468991062629557889013491011762371.4142135 

96235025302436151.41421356237309504880168 

1.414213562373095048801688724209698078570 

کونورګنڅ فوق العاده ګړندی  دی.  د هر پل سره د د ټیکو ځایونو)  ترې لاندې کرښه تېره 

ې مربع پولې ته تلنه کېدی شي د ده(  تعداد  په نږدې توګه دوه واره کیږي. په دې بېلګه  ک

 ساده بڼې بدلون له لارې هم وښوول شي:

 

  تلنلار د هندسي روښانه ونې  څخه لرو، چې  په نږدې توګه شمېرنه د -د نیټن

 لپاره پولې ته تلونکې ده. 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 
 سرليک 166 

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ، 

 

 

 ه تلنه  ښایياېترشن  پولې ت-لاندې څېره   د لاندې مساوات  لپاره د کمپلکس  نیوټن

 

سره. مختلف رنګونه د پولې ته تلنې ورشو ګانې    د حلونو  

ښایي د همغه یا اړونده صفرځای لپاره. تیاره رنګه شوط ځایونه ګړندی پولې ته تلنه په 

 ګوته کوي.

 

 ژنېیمات خوي پ fraktalسړی  د پولې ته تلنې ورشو  په روښانه توګه  

 Taylor-Polynom د تیلور  پولینوم 

 

  Das Taylor-Polynom  د تیلور پولینوم
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 انترپولیری  ) ارزښت چې د دوه ټکو ترمنځ پروت وي(  مشتق  په  ټکي  د یوه تابع

.    پورې، دا په دې معنا چې  تر ت نظم  

 واره ناپرېکېدونکی  مشتقوړ وي، نو باور لري- یو  که 

 
 ترمڼخ وي.  او  لپاره چې د    د یوه 

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ، 

 

مشتق  یو بل سره توافق یا یوغږیزوالی ښایي.  د پاتې   او    رنه  دیسیده پسې شم

 دو یا تکمیل  ته  سړی د تیلور پولینوم په یوه بل ترم غزوي:ید پوره ک غړي

 

یو صفرځای لري د   وي. پسې   ثابته   داسې ټاکل شوې، چې

کې، په ټولیزه  و یو بل صفرځای په کې ا د ډېروالي سره په   

م  مشتق  باید لږ تر لږه  - صفرځایونه .  درولې  جملې پسې  باید    نو

 ولري: یو صفرځای  

 

 
 له 

 
 څخه  د پاتې غړي غوښتونې بڼه راکوي.

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ، 
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 مشتقونه دي   د ساین تابع  

 
 د ارزښتونو  

 

 
 پولینومونه د ساین تابع  دي.سره  لومړي د تیلور 

  
    

 
 

    

 
 

    

 
 

    

 په ورته توګه د کوساین تابع لپاره هم باور لري
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لپاره  خورا دقیق دی. د بېلګې په توګه   نږدې شمېرنه یا اپروکسیمېشن د  ډېر کوچني 

 کېدی شي د نږدېونې ناټیکاوی 

 
  د

 
 

 له لارې اټکل شي.

 
 

لپاره لومړی د جګو درجو    لکه د څېرې څخه چې لیدل کیږي، نږدې شمېرنه  د لوی 

ارزښت  لپاره ناټیکاوي  ورکړل   -سره پوره ټیک یا دقیق وي. په جدول کې  د څو د 

 شوي دي.  

       

 
3.1416 0.5708 0.1812 0.0783 0.0405 0.0236 

 
2.0261 0.0752 0.0102 0.0025 0.0008 0.0003 

 
0.5240 0.0045 0.0003 0.0000 0.0000 0.0000 

 
0.0752 0.0002 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 
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2.0000 1.0000 0.5000 0.2929 0.1910 0.1340 

 
2.9348 0.2337 0.0483 0.0155 0.0064 0.0031 

 
1.1239 0.0200 0.0018 0.0003 0.0001 0.0000 

 
0.2114 0.0009 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 

 

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ، 

 

 Reelle Taylor-Reihe لور لړۍیت  حقیقي د

 

د تیلور لړۍ د یوې په توان   کې   د یوه ناپای ډېرواره مشتقوړ تابع  په یوه ټکي  

 لړۍ یوه وده ده: 

 

 

په یوه  انتروال    لپاره لړۍ او همداسې  ټول مشتقونه  د  

لپاره پولې    کې مطلق پولې ته تلونکي دي او د

لپاره بې له نورو  څېړنو د  لړېۍ پولې ته تلنې په    ته نه تلونکي دي.  د

 هکله ویناوي ناشونې دي.

وړانګې په نامه –د پولې ته تلنې یا کونورګنت  د ودې ټکې د واټن لپاره  بند)بندیز(  

 ل یادیږي او د فرمو
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شوني دي. په دې  او   سره شمېرل کیږي. له دې سره ارزښتونه  

 دی.   حالت کې د کونورګنت انتروال یا تش دی او یا ټول  

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ، 

 

 د ریښې قضیې په بنسټ دی

 

لپاره     اړۍ یوې ته ځي او د-لپاره  د تېلرو  په توګه   د 

ې څېړنې اړیینې دي یا نورو ځېړنو ته اړتیا لپاره نورپولې ته نه ځي. د   

 ده.

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ، 

 

 

 تابع 

 
کې برابرډوله ناپرېکېدونکې ده. دا پسې دپوره ایندکشن له لارې ښوول کېدی شي، 0په   

 چې ټول مشتقونه  د

 

) همداسې د     سره.  دا چې د  بڼې دي، د یوه مناسب پولینوم

تابع  نسبت یوه پولینوم ته  په قوت  یا قوي جګیږي،   (  لپاره اکسپوننشل 

لړۍ نو له دې -لري. اړونده تیلور0ځای  کې   ارزښت   نو ټول پولینومونه په  

 امله صفر لړۍ ده
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   سره  فقط د  لړۍ د -دی، نو د تیلور  لپاره   داچې  د 

 0  پولې ته تلنې وړانګه  لپاره یو بل سره برابر یا یو غږیز دي، دا په دې معنا چې د 

 ده. 

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ، 

 

 اکسپوننشل تابع 

  
    

 
 لاندې مشتق لري

  
    

 په ځای کې وارزول شي ، ترې لاس ته راځي  که د 
 

  
    

 لړۍ  لاندې بڼه لري-د دې په تعقیب  د اکسپوننشل تابع  د تیلور

 
 دا چې 

، 

پولې ته ځي یا  لړۍ په ټول  -ا چې  د تیلورردی، دا په دې معن  نو

 کونورګنت ده.

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ، 
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 لګې لپاره تابع ید ب

 
 ودیز کیږي. په

 ددې لپاره لومړی مشتقونه جوړیږي:

 

. 

. 
 

 

= 
 
 
= 
. 
. 
. 

 
= 

 

 
. 
. 

 
. 

 
لاس ته  ضریبوننه-وضع کونې سره سړی د تیلور-د قیمت ایښووونې یا په ودیزېنې ټکي 

 راوړي 

 
 د لړۍ لومړي درې ترمونه دي

 
 وټاکو، په پام کې نیسود دې لپاره چې د ضریبونو وړانګه  

 
 له دې سره دی
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دی لاس ته  دا چې 

 .راځي

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ، 

 

 د  اویلر فرمول 

 
 ودیزیېنې  په مرسته -دی شي د تیلوریک

  
 

  
 

 

 توابع  منځ ته راوړل شي. له  او ساین    -د کوساین 

 
 څخه لاس ته راځي

  
 

  
 

 

 ودیزیېنې له لارې د  اویلر فرمول لاس ته راوړو –او د زیاتون یا جمعې  له لارې د تیلور 
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 لیکونکي: اپپ، هیولیګ، 

 

 د لوګاریتم تابع 

 
 لاندې مشتق لري

 
 کې دی پولینوم په ټکي  –په دې پسې  مرربعیز د تیلور 

 
 یا پاتې غړی دابڼه لري –باقی 

  
 

  

  
 

 

  

لپاره خورا  ترمنځ پروت دی. ناټیکاوی د ممکن کوچني  او  سره، چې د  د  

 غټ دی. سړی اټکل لاس ته راوړي
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 لپاره ناټیکاوی دی   د

 
 لیکونکي: هیولیګ، 

 

 Binomialreihe نومیال لړۍیب

 

 تابع 

  
 

 لړۍ لري-سره  یوه تیلور د  

 
 

    

 

 لپاره ، د کوم سره چې  د
 

  
    

  ټولیز شوی بینوم ضریب دی

      

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ، 

 

 دا تړلي لاس ته راځي، چې 

 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

 177 سرليک

 لړۍ 

 
 د وېش قضیې

 
 له مخې پولې ته ځي

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ، 

 

 

 لړۍ مشتق او انتیګرال–د تیلور 
 Differentiation und Integration von Taylor-Reihen 

 

 لړۍ -د یوې  د تیلور

 
 کېدی شي غړي ډوله یا یې  غړي په غړي مشتق او انتیګرال ونیول شي: 

  
 

 
 

 
 

 په دواړو عملیو کې د پولې ته تلنې وړانګه بې تغیره پاتېږي.

.  

 لیکونکي: هیولیګ،  کرایڅ
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 د بینوملړۍ  

 

 سره لاس ته راځي او     د څخه

 
 

 

  

  
 

 

  

 

 د  انتیګرال له لارې او همداسې د 

 
 په پام کې نیولو سره  د غړي په غړي انتیګرال له لارې داوده لاس ته راځي

  
 

  

  
 

 

  

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ، 

 

 

 د انتیګرا 

 
 راولي ته اکسپوننشل تابع باندې لاس-رنه د تیلورینږدې ډوله شم
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 له دې سره لاس ته راځي

 

  

 لپاره  لاندې ارزښتونه لاس ته راځي  د نومریکي نږدېونې  پخ حیث د 

k=0: 1 

k=1: 0.66666666666667 

k=2: 0.76666666666667 

k=3: 0.74285714285714 

k=4: 0.74748677248677 

k=5: 0.74672919672920 

k=6: 0.74683603433603 

k=7: 0.74682280682281 

k=8: 0.74682426573971 

k=9: 0.74682412070118 

(Autoren: App/Höllig ) 

 

 

 Multiplikation von Taylor-Reihen لړۍ ضرب-د تیلور

 

 

 لړۍ کېدی شي غړي په غړي سره ضرب شي: –د تیلور 

 
 د لاندې سره 
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ګې د مینیموم سره د ضرب د کونورګنت وړانګه د دواړو ضریبونو د پولې ته تلنې وړان

 برابره ده.

 لیکونکي: ، هیولیګ، کرایڅ

 

 

 رنې ته یلړۍ شم –د لاندې تابع د تیلور 

Zur Berechnung der Taylor-Reihe der Funktion  

  

  
  

 تابع وکاروي–لړۍ او د کوساین  –سړی کړی شي د اکسپوننشل تابع د تیلور 

 
 

  
  

 
 

  
  

 لپاره لاس ته راځيد ضرب څخه د لومړي ترم 
 

 
 

  
  

 

 هم و کارول شي:  بدیلي کېدی شي  
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 لیکونکي: اپپ، هیولیګ، 

 

 

 Division von Taylor-Reihen   لړۍ وېش-د تیلور

 

 

 لړیو وېش  –د دوه تیلور 

 
 د ضریبونو پرتلې له لارې کېدی شي له کټوټوالي 

 
 څخه وټاکل شي:

 

    
 

  

    
 

  

    
 

  

    
 

  

 

 لیکونکي: هیولیګ، اپریښ

 

 نظم  پورې ودیزونې  لپاره ږدو: 5تر  د  
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ناجوړه)طاق( دی، دا په دې  له دې سره   همدا اوس وکارول شو، چې تانجنت

 .معنا چې  

 د ضریبونوو له پرتلې څخه لرو:

 

   

 
 

 

 
 

 
 

 

 لیکونکي: هیولیګ، اپریښ

 

 ودیزېنه-د راشنل توابعو تیلور
 Taylor-Entwicklung rationaler Funktionen 
 

کې  کېدی شي د کمپلکس ودیزیېنه  په ټکي –د تیلور د یوه راشنل تابع 

 د یوه پولینوم او د بنسټ تابع   پارشل جمعې په مرسته وټاکل شي، دا په دې معناچې 

 

 
 جمعه ده.
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اعضاوې( د کونورګنت وړانګې  د ودیزېنې ټکي  د قطب د یوګونو زیاتونونو) د جمعې 

 سره برابره ده نقطو د   واټن  

 لیکونکي: کلاوس هیولیګ

 

 ودیزېنه  یا وده د بینوم لړۍ یو ځانګړی حالت دی:

 

 
م  د تیلور ضریبونو -کې  مشتق وشمېرل شي او د  بدیلي کېدی شي په ټکي  

 لپاره لاس ته راوړو

 
 د

 

 ده .  وړانګه   یا پولې ته تلنې  کونورګنت له امله د

 لیکونکي: کلاوس هیولیګ

 

 د ښوونې لپاره د 

 
او  وټاکل شي. د لومړي ترم لپاره د ټولیز فرمول څخه د   وده په 

 م  ضریب لاس ته راوړي- سره  لاندې د تیلور  
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 دا په دې معنا چې 

 
یده هم لاس ته اروړل شي. دا د دویم ترم دا ترې لاس ته راغلې  هندسي لړۍ کېدی شي س

 په بنسټ ښوول کیږی. سړی لیکي

 
 او لاس ته راوړي 

 
 د دواړو لړیو زیاتون یا جمعه دا وده راکوي

 
 لیکونکي: کلاوس هیولیګ

 

 

 رنهیلړۍ معکوس ارزښت تکرار شم –د یوې تیلور 
 Iterative Berechnung des Kehrwerts einer Taylor-Reihe 

 

 

 وي، نو کېدی شي د ایترېشن له لارې   که

 

وده وشمېرل شي.  څخه په وتو  د معکوس ارزښت  له  

 د لته په هر پل کې د ټیکو ترمونو تعداد یا ګڼ،ن دوه برابره کیږي.

 ټاکل  په ګوته کوي د یوه حل دا متود د نیوتن تلنلار  د 
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 لیکونکي: کلاوس هیولیګ، اپپریښ

 

 دی شي د کټوټوالي یا کد پولې ته تلنې وین

 

لاس ته  حخه ولوستل شي، ځکه چې له 

 .  راځي

 لیکونکي: کلاوس هیولیګ، اپپریښ

 

 د 

 
 تیلور ودیزیېنه کېدی شي لکه چې  په تعقیب یې پل په پل  وشمېرل شي. له 

 
 څخه په وته لاس ته راځي

 

  
    

  

 

    

 
 

    

  

 

    

 

 

 قدمونو( وروسته لومړي شپږ ترمونه ټیک دي.سملاسې له دوه پلونو )
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 سره له  ضرب  پسې د تانجنت لړۍ راکوي   د

 

 لیکونکي: کلاوس هیولیګ، اپپریښ

 

 نهید معکوس تابع د تیولور ودیزی
 Taylor-Entwicklung der Umkehrfunktion 

 

سره په ټکي   د تیلور  ضریبونه  د   د معکوس تابع  د یوه تابع 

 شي د   کې کېدی

 
 له مشفونې  و ټاکل شي :  

 

    
 

    
 

    
 

    
 

د مشتقونو  sukzessive دا منځ ته راغلې مساوات کېدی شي  تل پسې

 پسې    وشمېرل شي.   

 لیکونکي: کلاوس هیولیګ، اپپریښ

 

 لپاره لرو او   , د   

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

 187 سرليک

    
 

  

    
 

  

    
 

  

    
 

  

    
 

  

.  که په پام کې ونیول شي،   معنا چې دا په دې 

یا معکوس تابع ناجوړه ده، نو سملاسې  یې  –جې د یوه ناجوړه یا طاق تابع په څټ 

 ودیزیېنه تر پنځم ترم پورې ټیک ده.

 لیکونکي: کلاوس هیولیګ، اپپریښ 

 

 

 Spezielle Taylor-Reihen د تیلور ځانګړې لړۍ
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 لیکونکي: اپپ، هیولیګ

 

 Pade-Approximation رنهید پاد نږدې ارزښت شم

 

نږدې ارزښت شمېرنه یو -پاد - د    د یوه تابع

سره،  او مخرج یا ماتلانې درجې  یا ماتباندې درجې  –راشنل تابع دی د صورت 

 لپاره تر جګو درجو ترمونو همغږیز کیږي یا سره برابریږي:   سره  د  چې د

 

کېدی  او   پولینومونه 

 شي د ضریبونو د پرتلې له لارې  وټاکل شي.

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ

 

 سره د ضرب وروسته  لاس ته راوړو د  
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 ضریبونه  باید ورک شي:  , او لاس ته راځي، چې د

 

  مدې ټاکل شوی هوموجېن کرښیز مساوات سیستم )   یا لا –دا کښته 

 متحولو یا ناټاکلو   سره( راکوي، چې تل حل لري.  مساوات د 

راکوي. له دې   ، چې په صفر کې قطب نه لري، راکوي  دا چې 

لومړي له صفر توبېرېدونکي  ضریبونه  د  امله کېدی شي د ممکنه لنډونو وروسته د 

 ول کېښولی شي.سره برابر  ایښ  

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ

نږدې ارزښت شمېرنې  ته مساوات سیستم په -پاد- د  اکسپوننشل توابعو لپاره د  

 لاندې ډول دی.
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 لګې په توګه لاس ته راوړی شوید حل لپاره د ب

 
  لیکونکي: اپپ، هیولیګ

 

 Extremaاکسترېما)افراطیت( 

 

 یو  ټولیز یا ګلوبال  مینیموم لري، که وي  کې  په یوه  ډېرۍ)سټ(   په  عتاب

  
یا لوکال مینیموم   –په یوه ځاییز 

فقط   کې  د تابع ارزښت 

په یوه کوچني [اپېریال  

کې   

 مینیمال دی.
ګلوبال او لوکال مینیموم سره ورته 

 تعریف دي.

 

 

 

ډوله ناپرېکېدونکی او مشتقوړ تابع  لپاره کېدی شي په یوه رابند انتروال  د یوه  ټوټه 

افراطي ارزښتونه فقط د مشتقونو په صفرځایونو ، پرېکېدونکي ځایونو او یا په ژۍ 

ځایونو کې رامنځ ته شي. تیوپ  یا ډول یې کېدی شي د جګو مشتقونو په مرسته او د ت 

 ابع ارزښتونو د پرتلې له لارې  پیداشي. 

 هیورنرلیکونکي: هیولیګ، 

د یوه ناپرېکېدونکي مشتقوړ تابع  لپاره  د لوکال مینیموم سره د تعریفورشو په دننني ټکي 

 کې   د مشتق لپاره لرو  
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 او 

 

.   یعنې د تعریف ورشو په دننه کې په یوه لوکال افراطیت کې باید    نو

 هلته مشتقوړ نه وي.   مشتق صفر وي یا

 لیکونکي: هیولیګ، هیورنر 

 

 ړل شي.یندې کې به یو څو تیپیکي حالتونه وڅلاه پ

سره  دوه مینیما اویو متکسیما لري.    د  تابع  

مینیموم د کوچني تابع ارزښت سره ګلوبال دی. یو کلوبال ماکسیموم شتون نه لي ، ځکه 

 لپاره دی. د  چې 

 

 

سره  اکستېم یا افراطي ارزښتونه نه لري.که  د   تابع 

په یوه واز انتروال ثابت وي، نو دا ځایونه هم )لکال( ماکسیما  او هم  ( لوکال( یو تابع 

 مینیما دي.
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یا مونوتون تابع  سره افراطي ارزښتونه په ژۍ ټکو  کې نیول کیږي،  –یوه کره همغږیز  

 که دا تعریفورشو پورې تعلق ولري یا اړوند وی.

  

 لیکونکي: هیولیګ، هیورنر  

همدا اوس  له  ته   یوتړنسرک جوړیږي.  په واټن  څخه یوه ښارله یوه کلي   

پورې لار ، هغه سرک چې  کلې  و ښار ته یو سرک جوړ دی  له ښار   څخه تر ټکي 

 لري. کلې  ته بل  یا پسې نږدې پروت دی، اوږدوالی  

تظمین دا سیده کرښیز ټوټه لار باید داسې جوړه وي، چې د ښار ګړندۍ رسیدنه  شوونې یا 

ګیز په   واټن په نوې څن  د   km/h وي، که د یوه منځني ]ټکتیا 

 .یا فرعي سرک څخه لاړ شو
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یا کمونې  له  –د ټاکلو لپاره  د مینیمی او د څنګیز سرک  ترمنځ واټن   د

 لارې  اړین وخت  

 ښار ته د خوزښت لپاره  دی 

 

 د مشتق صفرځایونه 

 
 راکوي

 
کې. ایا چې دا مینیموم دی، باید  د خوزښت (b ,0)اکستېرم ځاي په    یعنې ممکنه لوکال

 وخت سره په انتروالټکو  کې  د پرتلې له لارې وټاکل شي:

 

 دی. د ښي  پایټکو لپاره باور لري په روښانه توګه 

   

  
  

  
  

 اوپتیمال   یا اغیز من دی،    اخرنی مساوات تل پوره دی، او له دې سره

. په بل حالت کې به  کې پروت وي.: که   په غوره انتروال   

 ته  ، یعنې ښار ته د سیده تړنې، سره ورسیږي. مینیموم په ژۍ ټکي 
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 لیکونکي: هیولیګ، هیورنر

 

 Extremwerttest یا افرطي ازښتونو ازماېښت –د اکسترېم 

 

د یوه افراطی ارزښت تیوپ یا ډول  په 

تقونو په هکله کېدی شي د جګو مش

 مرسته  پرېکړه وشي.

دونکی یکرېیو دوه واره ناپ  که

 مشتقوړ تابع  وي او 

 

 ولرو، 
 

 

په ځای کې دویم مشتق  کې یو ځاییز مینیموم)ماکسیموم(  لري. که د  په     نو  

 ورک شي یا صفر شي، نو باید جګ مشتقونه پرېکړې ته را وړاندې شي. که باور ولري

   und   

په    کې ټیک هلته یو افراطیت لري، که  جوړه وي. په دې حالت کې په   نو 

  کې  یو لوکال یا ځای اړونده  ماکسیموم همداسې مینیموم لري،  که 

 وي.  همداسې 

 لیکونکي:اپپ، هیولیګ

 

پولینوم  -درجې د   تیلور   په ځای کې د  ته سړی   د  د ښوونې لپاره و 

 پاتې کاروي د باقي یا 

 

لپاره) او له دې سره هم  او  د   غړي سره او په پام کې نیسي، چې د 

 ته په بوره نږدېوالي  همغه یا برابره مخنخښه ولري.  لپاره(  د  
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ته په تلنې کې  د پورته مساوات   څخه ولپاره له    د ناجوړه یا طاق 

هلته د مخنخښې هم    ښی اړخ  یو د مخنخښې بدلون لري.   د دې پسې  

 افراطي ځای نه دی.  د  بدلون لري  او

په  دی. د   لپاره تل  لپاره  د  د جوړه 

  ته پوره نږدې پروت دی   چې  لپاره او  حالت کې د 

کې یو لوکال ماکسیموم لري . حالت  ه دې حالت کې  په  پلاس ته راځي. نو تابع 

 ي.په ورته توګه یو لوکال میموم راکو

 لیکونکي:اپپ، هیولیګ 

 

 پولینوم 

 

کې یو درېواره صفرځای  لري او   کې یو ډبل صفرځای ،  په    په

 کې یو څلور واره صفرځای لري. په   

 

 باور لري 
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 یو مینیموم، خکه چې  کې  یو ماکسیموم لري. په  کې  په 

، 

 د   بالاخره  

 

ون له امله په سرچینه کې افراطي ځایونه نه کې  یو مخنخښې  بدلله امله او په 

 لري.

 لیکونکي:اپپ، هیولیګ

 

د دې ورکړ شوي 

غوڅنمونې په مرسته دې  

د مربعیز  ټوټه  

کارتونونو  څخه  دې 

ممکنه د لوی حجم صندق 

 جوړ شي
 

 

 ډکی یا حجم دی
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 جګوالی       سور       اوږدوالی                                

 صفرځایونه  د مشتق

  
    

 راکوي

 
 

    

 هندسي موخه ور دی او  یعنې ممکنه افراطي ځایونه. فقط 

 

دی، صندق د  0لپاره ډکی یا حجم صفر   او   دا چې د ژۍ ټکو

 لپاره ماکسیمال ډکی یا حجم لري.  

 لیکونکي:اپپ، هیولیګ

 

 Wendepunkte )نقطه انعطاف(اوړونټکي

 

کې   وه اوړنټکيپه ی د یوه تابع  

 .دویم مشتق مخنخښه بدلوي
 

د یوه پوره هوار تابع  لپاره اړین دی، 

وي او پوره  چې  

 وي.  کېدونکي، چې 

 لیکونکي: هیولیګ، هیورنر
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 پولینوم ښایي.  kubisches مشتق یو

 
 دا چې د ویم مشتق کرښیز دی، تل ټیک یو افراطی ټکی شتون لري.

 نرلیکونکي: هیولیګ، هیور

 

 Asymptoten اسیمپتوتې) یو په بل نه پرېوتونکې یا ګاونډۍ(

 

  د  یو کرښیز تابع  

یو اسیمپتوت یا ګاونډی دی، که  

  یا   د

 وي.لپاره 

ل شوی دی، وولکه په څېره کې چې ښ

لپاره   حالت د لوي  ګاونډ د تابع 

 تشریح کوي.

 لیکونکي: هیولیګ، هیورنر
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 ع د دې لپاره چې د تاب

 

 ځانله تر څېړنې نیسو. ګاونډ وټاکو  پوله  ارزښتونه  

 

 

 لپاره دی د  

  
 

  
 

 
 

 محور ګاونډ یا اسیمپتوت دی xله دې سره د 

 په لور هڅیږي او  0 د   لپاره   د 

 
 ګاونډ دی.

 لیکونکي: هیولیګ، هیورنر 
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 توابعو ګاونډ یا اسیمپتوتې یا کسر -د راشنل

 Asymptoten rationaler Funktionen 
 

 یو راسنل تابع 

 

 وي.   Grad    Gradټیک هلته یو کرښیز ګاونډ لري، که  

 لپاره باور لري   Grad    Gradد 

 
 محور ګاونډ دی. - دا په دې معنا چې 

                  

 
 

لپاره  سړی کرښیز ګاونډ د پولینوم    Grad    Grad    Gradد 

 ه  لاس ته راوړي : وېش سر
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 Gradدی، که   ,سره. اسیمپتوت پروت یا افقي    Grad    Grad د

   Grad   .وي 

 

لپاره د یوه   د لوي   که د صورت درجه د مخرج له درجې له یو زیات وي، نو 

 درجه   وي اپروکسیمي کیږي.   پولینوم سره، چې      

 لیکونکي: هیولیګ، هیورنر

 

 Kurvendiskussion منحنیو خبرې یا بحث د کږو یا

 دی شي رامخ ته شي:ید یوه تابع د څومره والي  حالت باندې قضاوت  ته لاندې نخښې ک

 Symmetrien سیومتري 

 Periodizität دنهیرته راګرځیتل ب 

 Unstetigkeitsstellen دنوالي ځایونهیپرېک 

 Nullstellen (  Vorzeichen) (صفرځایونه) مخنخښه 

 Extrema (  Monotoniebereiche)  اکسترېما ) همغږیزوالي

 ( ورشوګانې 

 Wendepunkte (  Konvexitätsbereiche)  ( اوړونټکی

 ( ننوتلوالي ورشوګانې

 Polstellen قطبځایونه 

 Asymptoten یا ګاونډي ونهاسیپتوت 
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 د تابع  یو اړونده تحلیل د کږو خبرې اترې یا بحث بلل کیږي 

 ګ، هیورنرلیکونکي: هیولی

 

 د کږوخبرو اترو د څګندونې لپاره یو تابع 

 
 تر څېړنې نیول کیږي.

 دی ، نو تابع ناجوړه دی  سیمتري : داچې 

 - : تابع لکه د ساین تابع پخپله   Periodizität رته راګرځېدنه یا پریودیڅیټيیتل ب

 کیږي. کې راوړل پریودیکي دی او له دې امله په لاندې کې فقط په انتروال 

د پرېکېدنوالي ځایونه : تابع له ناپرېکېدونکو توابعو څخه سره یرځای شوی، له دې امله 

 برکېدنځاینه نه لري.

   دی  یا جمعه نقضیې سره  -صفرځایونه: د زیاتو

 

 کې لري.   او 0تابع صفرځایونه په 

 افراطیت: مشتق 

 

 لپاره   ، نو   یا  د صفر دی د   

 
 تعریف او تلبېرته راګرځېدونې ده، ژۍ ترڅېړنې لاندې نه نیسو. په ټول  دا چې تابع  
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 د دویم مشتق د محنخښې  څخه 

 
 او د  تابع ارزښت د پرتله کونې له لارې کېدی شي د افراطیت تیوپ یا ډول وټاکل شي:

 

 :  Wendepunkte اوړونټکی یا د انعطاف ټکی

 دویم مشتق

 

 ا په دې معنا چې ، د  لپاره یا   صفر دی د 

 

او     اوړونټکی   په   دا چې په دې ځای  کې دریم مشتق نه ورکیږي. تابع

، کې لري همداسې په نږدې توګه  په  

 کې. او     ,

 : ناپرېکېدونکي توابع قطبځایونه نه لري.  Polstellen قطبځایونه

اونډي  یا اسیپتوت  یا :  تابع پریودیکې او نه ثابت دی، نو ګ Asymptotenګاونډي 

 مجاورتونه نه لري.
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 لیکونکي: هیولیګ، هیورنر

 

 د یوې کږې   خبرو یا بحث   روښانه ولو  لپاره تابع

 
 ړنې لاندې نیول کیږي.یترڅ

متري : صورت ناجوړه او مخرج جوړه دی.  تابع نو له دې امله ناجوړه دی، دا په دې وسی

 متریک دی.ومعنا چې  سرچینې ته سی

 دنه: تابع پریودیک نه دی.یرته راګځیب (تل)یودیڅیتي یا پر

د صورت صفرځایونه نه دي. له دې    دنځایونه: د مخرج صورت صفرځایونهیبرېک

 ناپرېکېدونکی دی.په     سره 

 لپاره ورکیږي.   صفرځایونه: صورت د

 افراطیت : 

 

د څومره   اړوند دی.  د  دا چې تابع ساده صفرځایونه لري، افراطیت فقط لوکال یا ځای

د    دی شي تیوپ یا ډول  لاس ته راشي. دا چې  یوالي  حالت  څخه ک

یو ماکسیموم  لپاره  دی، باید انتروال   او 

لږ تر لږه یو مینیموم لري.  نو د مشتق صفرځایونو ته   ولري.  په ورته توګه 
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کې    او یو لوکال مینیموم په سړی یو لوکال  ماکسیموم په 

 لاس ته راوړي.

 اوړونټکي یا نقاط انعطاف:

 

 یو اوړونټکی دی.  داچې  په دې ځای کې دریم مشتق صفر نه دی، نو

 کې ساده قطبځایونه  لري. قطبځایونه:  تابع  په  

د  اسیمپتوت یا ګاونډېتوب:  یو د پولینوم وېش  

 ګاونډتوب په حیث راکوي 

 
 لیکونکي: هیولیګ، هیورنر

 

 ږې خبرو اترو د ښوولو یا روښانه کولو ته  تابع د ک

 
 ړل کیږي.یڅ

- جوړه دي، تابع جوړه دی، دا په دې معنا چې سیمتر و   او  سیمتري : دا چې 

 محور ته.

 پریودیڅیتي یا تل بېرته راګرځېدنه: تابع پریودیک نه دی.
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ی شوې ده او له دې امله پرېکېدنوالي ځایونه: تابع له ناپرېکېدونکو توابعو څخه سره یوځا

پرېکېدنځایونه نه لري. لکه د مطلق  ارزښت تابع لپاره په هرحالت مشتق په صفرټکي کې 

 ناپرېکېدونکی نه دی.

منفي دي.  ونه: اکسپوننشل توابع تل مثبت یا زیاتیز دي، د مطلق  ارزښت تابع  نهیصفرځا

 نو صفرځایونه نه شته.

 افراطیت: 

 
کې   ،څېړل شي، چېرته چې مشتق    طی ټکی  پهبرسیره پردې  دې افرا

ته د تلنې     لپاره د تعریف دی، نو د   پرېکېدونکی دی. دا چې تابع په ټول 

 حالت  هم  باید په پام کې ونیول شي.

لږ تر لږه یو ګلوبال مینیموم    لپاره  دی، نو د  دا چې 

 پرتله  کریتیکال ټکی ارزښت په لري، مګر کلوبال ماکسیموم نه لري. د  

 

په انتروال   کې نیول کیږي. دا چې  ښایي، چې ګلوبال مینیموم په  

یو  کې مینیموم او هم یو ماکسیموم لري، ترې لاس ته راځي چې  

 لوکال ماکسیموم دی. 

 اوړونټکی یا د انعطاف ټکی: 

 

 ړنټکی یو او   کې  دی. ترې لاس ته راځي چې  دریم مشتق په دې ځایونو

 
 لري.

 قطبځایونه: تابع قطبځایونه نه لري.

 

لپاره د صفر په لور  ګړندی دی، تابع   د     ګاونډي یا مجاورتها: دا چې 

 لري.   او   ګاونډیان  
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 لیکونکي: هیولیګ، هیورنر

 

 Riemann-Integral انتیګرال-ریمن

 

 یو ټاکلی انتیګرال د    د یوه ناپرېکېدونکي  تابع

 
له لارې تعریف شوی دی. دلته  د  

 

 
 ونه ښایي،  کیوه ټوټه 

 

 

  یو ماکسیمال انتروال دی او

م انتروال یو په خوښه  – په  

ټکی دی. د انتیګرال تعریف په 

ښۍ لور زیاتون یاجمعه د ریمن 

 جمعه بلل کیږي.  –زیاتون یا 
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سطحه په ګوته  د ګراف کښته لورته  د   لپاره   د زیاتیز یا مثبت 

 کوي

 لیکونکي: هیولیګ، هیورنر، ویپپر

 

دونکی مشتقوړ وي، نو د مشتقشمېرنې د منځ ارزښت جملې څخه د یناپرېک که 

 لپاره باور لري  

 
 

سره. د تابع  پرلپسې دوه    دې  د ټوټه ونو یوه پرله پسې وي د  

د    او   ټوټه ونه را اخلو، چې د  را اخلو او د   او     توکي

د لاندې   نورو یا ورپسې یل لاندې  ټوټه کونو  له لارې منځ ته راځي ، چېرته چې 

ټکي     دي  او   یا ورپسې ټوټه ونو ټکي 

 سره باور لري  لري، نو  د   

 

 
 

 

  
 

 

  
 

 
 په ورته تګه باور لري
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 او  له دې سره 

 

پرلپسې جوړوي، نو پولې ته -کوشيزیاتون نو یوه –لپاره .  د ریمن  د

 تلونکي دي.

 په ورته توګه د دوه پرلپسیو و همغې یا برابرې پولې ته تلنه وښوول شي.

د ناپرېکېدنې   ښوونه تخنیکي  داسې لږ پېچلې ده. سړی د  د ټوټه ناپرېکېدونکو 

 خلي: انتروال بېل یا جدا ترڅېړنې نیسي او هلته د برابرډوله ناپرېکېدنې څخه ګټه ا

 
دا اټکل د منځ ارزښت جملې په ځای رامنځ ته کیږي او نور دلایل په ورته وګه مخ ته 

 بیولکیږي.

 لیکونکي: هیولیګ، هیورنر

 

انتیګرال په حیث  د –ریمن 

دی شي یشمېرلو ک 

 د ټوټه ونې پرلپسې 
 

م  ټوټه -وکارول شي  د  

ونې لپاره  د   ارزښتونو 

 ځایونو   

 

 
 سره.

 
 

  تعریف سره سم لاس ته راځيد  
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  .او له دې سره  

 لیکونکي: هیولیګ، هیورنر

 

 Eigenschaften des Integrals   ویونهخد انتیګرال 

 

 دا لاندې ټاکلی انتیګرال دا لاندې خویونه لري :

 

 ،,کرښیزوالس

  همغږیزوالی :  

 زیاتون یا جمعه 

  .ږیزونې له امله سړی تعریفوي:د وروستیو خویونو د همغ

 لیکونکي: هیولیګ، هیورنر

 

  رنې منځ ارزښت جملهید انتیګرالشم
Mittelwertsatz der Integralrechnung 
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 په     او که  

د    ناپرېکېدنوکي توابع وي او

مخنخښې بدلون ونه لري ، نو 

 شتون لري د       

 
 

 سره

 

 ه کې چې لیدوړ دي، دیپه ځانګې توګه ، لکه په  څېر

 لیکونکي: هیولیګ، هیورنر 

 

 وي. د انتیګرال د اټکل له لارې   بې له ټولیزو بندیزونو دې  

 
 لاس ته راځي

 

ترمنخ هر ارزښت  او     د مڼځارزښت جملې له مخې د   دا چې 

 نیسي، نو غوښتونی برابروالی راکوي.

 خنخښې بدلون نه لري، اړیین، لکه د بېلګې م په ټولېزه توګه وړاندنیونه ده، چې   د
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 څخه لیدل کیږی. 

 لیکونکي: هیولیګ، هیورنر

 

 

 Stammfunktion یا ساده توابع –بنسټیز 

 

 بنسټیز ت ابع دی، او د دې لپاره لیکو سره د  د   یو تابع

 

 ناټاکلي انتیګرال بلل کیږي.   د ټولو بنسټیز توابعو ډېرۍ لپاره،  چې د

 په خوښه ده. د بېلګې په توګه دی  یګرالونې ثابته د انت

 

 سره یو ممکنه لومړی یا بنسټیزه  تابع. د  

نه  ټولو بنسټیزو توابعو ته داسې روښانه د بنسټیزو توابعو   اکسپلیڅیت ورکړه شونې ده، 

  .یوه بېلګه ده

 لیکونکي: هیولیګ، هیورنر

 

 رنې اصلي جمله  یا قضیه ید انتیګرالشم

Hauptsatz der Integralrechnung 

 

 

بنسټیز یا لومړنی تابع وي ، دا په دې معنا چې     د یوه ناپرېکېدونکي تابع  که  

 وي، نو باور لري  

 
 همداسې په لنډه لیکنډول 
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یو بنئتیز انتیګرال  کېدی شي   د انتروال په پای ټکو کې د بنسټیزو توابعو د تابع 

 ل وشمېرل شيارزښتونو د کمښت په ډو

 لیکونکي: هیولیګ، هیورنر

 

تابع په څېر راوړل شي، نو بسیا کوي  وښایو، چې دواړه خواوې که دواړه خواوې د  

لپاره ارزښت  سره سرخوري) دواړه خواوې   برابر مشتق لري، ځکهچې  د 

 صفر دي(.

  د کیڼ اړخ لپاره لرو

 

   ي دی  په د منځ ارزښت جملې پسې یا په تعقیب انتیګرال مساو

 سره.   د

 . دا د ښي اړخ د مشتق سره سر خوري یا یو غږیز دی  پوله ارزښت برابر دی په 

 لیکونکي: هیولیګ، هیورنر

 

 د اکسپننشل تابع مشتق بېرته اکسپوننشل تابع دی او له دې امله دی

 

 

سره  ترمنځ ګراف لاندې سطحه  برابره د ولاړګوډیزر)مستطیل( د سطحې  او    د د

 او د تابع ارزښت  دواټن  د اوږدوالي په حیث. د سور 
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دی  او له دې   مشتق  د لوکایتم  تابع 

 سره 

 
 

 

 دی  . د دې په تعقیب دی  یو بنسټیز تابع   د

 

 د مشتقونې څخه لاس ته راځي، چې   
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 یو بنسټیز تابع دی   د

 

 په تعقیب دی:

 
 لیکونکي: هیولیګ، هیورنر

 

 

 کتلې یو ستوری  یو د کښولو ورشو تولیدوي، چې د هغې له خوا په یوه کتله   د 

د  د ګراویتیشن یا راکښنې قوه ده  او   واردوي . دلته    یو زور 

 دروندټکو  ترمنځ واټن دی.

  دی. د دې لپاره چې یو تن له واټن   لپاره یو لومړنی یا بتسټیز تابع   د

 شو ، باید  کار ته یوړولی   و واټن 

 

 سرته ورسیږي.

کېدی شي د برابر ایښوونې له  لپاره د ستوري د وړانګې سرره برابر  او   د

ټاکي دا په دې معنا    لارې د کینیتیکي انرژي سره چې داسې په نامه د تېښتې چټکتیا

چې چټکتیا ، چې اړین ده، چې د یوه ستوري راکښنقوه پرېښودی شي یا راکښنقوې څخه 

 ووځي:
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 دی  . .km/sپه اکواتور کې د ځمکې لپاره 

 لیکونکي: هیولیګ، هیورنر

 

 Stammfunktionen der Grundfunktionen د بنسټیزو توابعو لومړني توابع

 

 ښایيته لومړني توابع  لاندې جدول بنسټیزو توابعو

 
 Partielle Integration یا پارشل انتیګرالونه -ټوټه
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څخه په ورته توګه فرمول بندي  له  انون   د مشتق د ضرب ق

 لارې د ناټاکلي انتیګرال لپاره راکوي:

 
 په اړونده توګه  د ناټاکلو انتیګرالونو 

 

ورکیږي، که د لپاره باور لري. د لته دې په پام کې ونیول شي، چې د ژۍ ترم  

ه د پریودیکي دواړو توابعو څخه یو یې د انتروال پای ټکو کې صفر وي. په همدې توګ

 کې هم  له منځه ځي. تابع لپاره د پریود اوږدوالي  

 لیکونکي: هیولیګ، کوپف 

 

لپاره لاس   څخه د  له  

 ته راځي

 

 
 

 

  

  
 

 

  

 رل کیږيیپه ورته توګه شم
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 یو لوګاریتمي ضریب د یو ځل ټوټه انتیګرالونې له لارې   له منځه  تلی شي.

 په توګه دی ېلګید ب

 

 

    

 

 دی شي په خوښه پولینومونه یپه دې ډول ک

 

 کې انتیګرال شي یا انتیګرال ونیول شي.  او  په 

 لیکونکي: هیولیګ، کوپف 

 

 

 د ټوټه اتیګرالونې  له لارې کېدی شي  د پولینوم درجه کمه شي. د بېلګې په توګه دی

 

 

    

ترمونوکمبینېشن په خوښه انتیګرال  بڼې   , , په دې توګه نېدی شي د 

 لیکونکي: هیولیګ، کوپف         شي یا یې انتیګرال ونیول شي.
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ضربونه کېدی شي د ډېرواره ټوټه انتیګرالونې له لارې   او   د 

 انتیګرال شي:

 

 

  
  

له منځه ځي. په دې توګه کېدی  د تکرار ټوټه انتیګرالونې له لارې بالاخره ضریب 

 کې وشمېرل شي.  او   , ه خوښه پولینوم توابعو لومړنی تابع په شي  د پ

 لیکونکي: هیولیګ، کوپف

 

 څخه لاس ته راځي    , له

 

 

    

 

 

 او له دې سره لکه چې برېښي

 
 یو په څرګنده توګه مخامخوالی یا تضاد دی.

 ه پام کې ونیول شي:د انتیګرالنیونې ثابته باید پ –نآټیکاوی په اخرنظ پایونه کې پروت دی 

 
 ټاکنه مو ټیکې نتیجې ته لارښودوي.   د

 لیکونکي: هیولیګ، کوپف

 

 د ټوټه انتیګرالونې سره لرو
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 د ویم ځل انتیګرالونه  مو بېرته برابر انتیګرال ته ته بیایي، او له دې سره لاس ته راځي:

بدیلي سړی     

ډول انتیګرال شمېرنو ته استعمال کړي. د مویورې فرمول هم   د پورته  -کړی شي د اویلر

 لاس ته راځيبېلګې په توګه  له    

 
 
 

  

  
 

 

  

 لیکونکي: هیولیګ، کوپف

 

 له 

 

    

 لپاره لرو  د  

 
په پام کې دې ونیول شي، چې د تابع   پریودیڅیتي یا تل بېرته رتګرځېدنه په ټوټه 

لپاره  د لومړي مساوات   او   د انتیګرالونه کې د ژۍ شرایط له مڼخه ځي. 

 څخه لاس ته راځي  
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 اورتوګونالیتي ښایي.   په ورته توګه سړی د تابع

 لیکونکي: هیولیګ، کوپف 

 

 Delta-Funktion    تابع  -دلتا 

 

 د  تابع  -دلتا Diracsche د دیراک

 
، چې د یوه  دونکی  تابع دییله لارې تعریف دی، د کوم سره چې  یو په خوښه ناپرېک

دباندې وکیږي. د ټوټه انتیګرالونې په مرسته یا په یوه پوله پروسه  کېدی  انتروال  

 ټوپتابع د مشتق ټولیزوالي   Heavisideschenد    شي

 
 دی شي.یپه حیث تشریح ک

  

 لیکونکي: هیولیګ، کوپف

 

 وي، نو  د ټوټه انتیګرال سره لاس ته راځي که  

 

    

 

  .ه او له دې سر
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Heaviside-Funktion 

 

     
 نږدېوالی  

Näherung      

 نږدېوالی 

Näherung  

  der Heaviside-Funktion der Delta-Funktion 

اپروکسیمیشن  سره     Heavyside-Funktionپه د پوله پروسې سره  د جوړ شوې  د 

 سړی بدیل لاس ته راوړي : 

 
 ره د اخرني مساوات لپاره د منځ ا رزښت جمله کارول شوې.له دې س

 لیکونکي: هیولیګ، کوپف

 

 

 Variablensubstitution یا اووښتونو  بدلون –د متحولو 

 

 د ځنځیري قاونو

 

 لپاره لومړنیو تابع جوړولو له لارې  لاس ته راځي څخه د  د بدلون  
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 لريپه ورته توګه د ټاکلي انتیګرال لپاره  باور 

. 

 د دفرنشل کونو په ورسته کېدی شي دا فرمول په لاندې بڼه

 
 ولیکل شي.

 یو  ساده ځانګړی حالت یو کرښیز متحول بدلون دی

 
 په دې حالت کې دی 

 
 همداسې 

 
 لیکونکي: هیولیګ، کوپف

 

 د انتیګرال 

 

او  د انتیګرالونې پولو ترانسفورمیشن   , لپاره بدلون 

 راکوي   
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 سره  باور لري  ولیزه توګه د یو بدلونپه ټ

 
 او له دې سره 

 
 لیکونکي: هیولیګ، کوپف

 

 تابع 

 
 دا  جوړه  شوې  څلورمه برخه  ګردۍ یا څلورمه برخه  داېره  ښایي  

 

 له دې سره  د  انتیګرال لپاره باور لري

 

وکارول شي  او  , , که بدلن 

 ، نو لاس ته راځي 
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 نتظار کېده. د اخرني مساوات لپاره  دا لاندې لکه څنګه چې ا

 
 وکارول شو.

 , , په عجیبه ډول  بدلون 

په برېښنده توګه یوه ناټیکه   او  

 نتیجه راکوي:

 
 څه ناټیک وو؟ په کلکه  نیولې توګه باور لري

 
 او له دې سره 

  

 
 د لاندې انتیګرال لپاره 

 

 راکوي   ,بدلون 
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سره د   f ,   د ورپسې بدلون

 له   امله لاس ته راځي  

 
 

 له دې سره د بېلګې په  توګه لاس تهراځي

 
 

 که  په انتګرالېدونکي کې     دننه مشتق  پېژندل کیږي، لکه د بېلې په توګه د 

 
 لپاره،  نو د بدلون قانون په ځانګړې توګه ساده دی. په دې بېلګه کې 

 
 اوړو ځای په ځای کوو او لاس ته ر

 
 د په څټ یا معکوس بدلون سره لرو
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 لیکونکي: هیولیګ، کوپف

 

په تیوپیکي توګه سړی هڅیږي چې د بدلون له لارې  انتیګرالېدونکی  ساده کړي. د بېلګې 

 په توګه  د 

 
 لپاره نږدې دی چې

 
 کیږدي. دا د   

 
 له امله  دا ترانسفورمي شوی ناټاکلی انتیګرال راکوي

 
 

 

  

  
 
 

  

 

 دبېرته بدلون له لارې بالاخره لاس ته راځي  د 

 
 لیکونکي: هیولیګ، کوپف

 

 ( تابع-لومړۍ )بنسټیزه 
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 دی شي د بدلون سره یک

 
 وشمېرل شي:

 
 

 

  
 

 

  
 

 
دی.  له دې سره د ځمکې بورته سطحه   Mercator-Projektionیو کارونه یې د 

 کونجریښتونې په سطحه  برېوځي.

 

 

     

 

 په نسبت سره  غزیږي. د سور ګردۍ )طول البلد( له دې سره د 

 لیکونکي: هیولیګ، کوپف

 

 ساده راشنل انتیګرالیدونکې د ساده قطب سره 
Elementare rationale Integranden mit einfachen Polen 

 

 د درې بنسټتیوپه راشنل توابعو لومړنۍ توابع  دي 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

 229 سرليک

 
 

 

  

 
 

 

  

 
 

 

  

 لیکونکي: هیولیګ، کوپف

 

فرمولونه کېدی شي تړلي د مشتق له لارې پسې وشمېرل شي. بدیل یې د انتیګرال  ساده 

 بڼه بدلونونه شوني  دي.

 لاس ته راځي   له 

 

 د بڼه بدلون پسې 

 

 راکوي   , بدلون

 

 سره لاس ته راځي , د بدلون
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 د خړې سطحې  مساحت د 

 
 رل کیږي.یله لارې  شم

 لیکونکي: هیولیګ، کوپف

 

 

 د ګراف لاندې سطحه داسې شمېرل کیږي  د  

 
  

  

 لیکونکي: هیولیګ، کوپف

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

 231 سرليک

 د

 
 لومړی تابع  ټاکلو  لپاره، لومړی د مخرج مربعتکمیلونه جوړیږي:  

 
 په  اړونده توګه صورت هم بڼه بدلیږي:

 
 افادې په توګه ټوټه یا تجزیه شي:له دې سره کېدی شي   د ستاندارد 

 
 له دې سره لاس ته راځي 

 

لپاره  سړی د پولو د په ځای ایښوونې له لارې  لومړنۍ د ټاکلی انتیګرال

 تابع لاس ته راوړي

 
 لیکونکي: هیولیګ، 

 

 ساده راشنل انتیګرالونه د زیاتواره قطب سره 
Elementare rationale Integranden mit mehrfachen Polen 

 

 

 لپاره دی د   
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د ډېرواره کمپلکس کنجوګیري  قطبځایونو کې د اړونده مربع 

 لپاره باور لري   ضریبونو

 
 د ګراد یا درجې ردکشن د لومړنې تابع رکورزیو  شمېرنه شوونې کوي.

 لیکونکي: هیولیګ، کوپف

 

 د  د بدلون له لارې  لاس ته راځي:  او   لومړنی فرمول د

 

 م فرمول د ښوونې لپاره  لومړی یو ساده د رکوزیون فرمول  منځ ته راځي. د دوی

 د ټوټه انتیګرالونې سره لاس ته راځي

 

  
  

 

 له دې کټمټوالی منځ ته راځي

 

 سره لاس ته راځي  له دې سره  اوس د بدلون  
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 ترم  

 

رل شي، ځکه چې په صورت یله لارې وشم  دی شي د بدلون یک

 مشتق ځای لري:  کې د

 

 

    

 لیکونکي: هیولیګ، کوپف

 

 د انتیګرال   

 
لپاره  په ټولیز فرمول کې د ایښوونې  وروسته د ډېرواره قطبونو سره د 

 سره  راکوي   او  

(c) ketabton.com: The Digital Library



 
 سرليک 234 

 
 او د بڼه بدلون پسې 

 
 

 لیکونکي: هیولیګ، کوپف

 

 Integration rationaler Funktionen د راشنلتوابعو انیګرالونه

 

د حقیقي ټوټه کسر ټوټه ونې له لارې کېدی شي یو حقیقي راشنل تابع  د لاندې  درې ساده 

 بنسټتیوپ  جمعې 

 
 

سره انځور شي. د لومړنیو توابعو  په مرسته کېدی شي   د 

 د دې بنسټتوابعو  لپاره  د په خوښه راشنلتوابعو لپاره لومړنۍ توابع وټاکل شي.

 لیکونکي: هیولیګ، کوپف

 

  د

 
 د شمېرلو لپاره  لومړی یو ټوټه کسر ټوټه ونه سرته رسوو.

 د پولینوم وېش پسې ، 

 
 اود مخرج  ضریبونو جوړولو پسې 
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 لاس ته راځي

 
 که د اصلي مجراج سره ضب شي، نو لاس ته راځي

 

    
 

  

  
  

  

  
  

  

 

 له لارې.  او   , ,او د ضریبونو د پرتلې 

 کېدی اوس ساده انتیګرال شي:یوګوني ترمونه 

 

    

 

  

  
 

 

  

  
 

 

  

 لیکونکي: هیولیګ، کوپف

 

 د ساین او کوساین  د ضرب انتیګرالونه
  

 یا جمعې قضیې څخه لاس ته راځي-لپاره د زیاتون  د 
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یکي انتروال   لپاره انتیګارل په پریود  په ځانګړې توګه د ټولګڼیزو یا تامعددې 

 باندې ورکیږي. د ټوټه انتیګرالونې په مرسته لاس ته راځي

 

 
 

 

  

 
 
 

  

 

لپاره په ځانګړې توګه   دی شي اکسپوننت سوکڅسیو  یا تل کم شي. د یداسې ک

 لاس ته راځي

 

 
 

 

  

 
 

 

  

 

 په ځانګړې توګه باور لري
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 لپاره .  د 

 لیکونکي: هیولیګ، کوپف

 

 د لومړۍي کټمټوالي  د ښي اړخ مشتق ونیول شي، نو سړی لاس ته راوړي که 

 
 یا جمعې قضیه راکوي –د زیاتون 

 

 
 کوم چې د کیڼ لور  د انتیګرال سره سر خ وري.

لومړنی تابع  کېدی شي د ټوټه انتیګرال سره وشمېرل    او   د

       شي. د بېلګې په توګه دی

                                       
          =      

 

=             

 پسې حل کونه  غوښتونی لومړنی تابع راکوي.  د 

 لیکونکي: هیولیګ، کوپف

 

 ابعو انتیګرالونه ود کمپلکس تریګونومتیکي ت 
Integration komplexer trigonometrischer Polynome 

 له 
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 اره لاس ته راځيڅخه  د کمپلکس تریګونومتریکي پولینومونو لپ

 
 داسې چې

dass  

 
 همداسې 

sowie  

 

 باور لري.

مویورې فرمول  په مرسته کېدی شي په دې توګه په خوښه پولینومونه  -د اوېلر

 کې   انتیګرال شي. او     په

 لیکونکي: هیولیګ، کوپف

 

 د 

 
 لیکل کیږيمویورې فرمول په مرسته  انتیګرال   په لاندې توګه -رلو ته  د اوېلرdشم
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 د انتیګرال ارزښت په توګه لاس ته راوړي.  او 

 دی شي ټوټه انتیګرال وکارول شي:یبدیلي ک

 
 

 

  

  
 

 

  

  
 

 

  

 انتیګرال   ښی لور  ته راوړل شي، نو د درجې کموالی راکوي  که په 

 
 د 

 

 هم   د انتیګرال   ارزښت  په توګه لاس ته راوړي په مرسته سړی 

 یکونکي: هیولیګ، پفایلل

 

 

 Trigonometrische Substitutionen یګونومتریکي بدلونونهرت

 

 

د لاندې بدلونونو  په مرسته کېدی شي  د ساده الجبري  انتیګرالیدونکو یوه لړۍ  

 اکسپلیڅیت یا په ښه هڅرګنده  توګه  وشمېرل شي.  
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ی په مربعیز تکمیلېدونکې بڼه په بل حالت کې باید د ریښې  د پروت محور متحولې  لومړ

 راړل شي.

 لیکونکي: هیولیګ، پفایل

 

 د انتیګرال 

 
   او د پولو اعیارول     , لپاره  بدلون 

 راکوي  او 

 

 

    

 ناټاکلی انتیګرال دی

 
دی شي د یوه ساده هندسي یا یانتیګرال ک

 ځمککچیز اند)فکر(  سره هم وټاکل شي

ږي، د رې څخه چې لیدل کییلکه د څ

د ګراف لاندې سطحه  په   

 دوه برخسطحو ودانه یا جوړه ده.
 

دی    او د ګردۍ برخط  یا قطاع   د درېګوډي سطحې مساحت 

 ده.  د دې سطحو د   کونج  سره مساحت د  
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 دل غوښتونې سطحه راکوي.یمساحت جمعه ک

 لیکونکي: هیولیګ، کوپف

 

 

 د انتیګرال 

 

 ه لاس ته راځيڅخ   , لپاره د بدلون 

 

 

    

 د کوم سره چې  اخرنی مساوات   د ښی  اړخ د مشتق نیولو له لارې ازمایل کېدی شی.

 د بېرته بدلون له لارې لاس ته راځي 

 

 
    

 

 له دې سره د بېلګې په توګه لاس ته راځي

 

 

    

 

 لیکونکي: هیولیګ، کوپف

 

 

 د انتیګرال  
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 راکوي   , لپاره بدلون   

 

سره  لاس ته   , nد  پسې بدلون  

 راځي

 
 دی شي.ید کوم سره چې اخرنی  برابروالی د ښۍ خوا  د مشتق نیونې له لارې ازمایل ک

 د په څټ یا معکوس بدلون  پسې  د 

 
 سره لومړنی تابع  دلاس ته راځي 

 
 

 

  

  
 

 

  

 لیکونکي: هیولیګ، کوپف

 

 د ساین  او کوساین راشنل توابع
 Rationale Funktionen von Sinus und Cosinus 

 

 د بدلون 
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 لپاره لاس ته راځي سره د یوه په خوښه راشنل  تابع  

 

له دې سره تریګونومتریکي تابع  کېدی شي په یوه راشنل انتیګرال واړوي، کوم چې د 

 ټوټه کسر ټوټه ونې سره شمېرل کېدی شي.

 لیکونکي: هیولیګ، اپریښ

 

 څخه چې لیدل کیږي، باور لريرې یلکه د څ

 

 
 له دې لاس ته راځي

 
 همداسې
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 لیکونکي: هیولیګ، اپریښ

 

 سره لاس ته راځي د بدلون  

 
 

 

  

  
 

 

  

 په اړونده تګه لاس ته راځي

 
 

 

  

  
 

 

  

  
 

 

  

 

 د بېرته بدلون  پسې لاس ته راځي د  

 
 ریښلیکونکي: هیولیګ، اپ
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 Volumen von Rotationskörpern بدنونو ډکی یا حجم ونیدود څرخ

 

 , په محور  جوړ شوي بدن د تابع ګراف   ډکی حجم     د    د

د څرخون له لارې  کېدی شي  انتیګرېشن له لارې  په ګردۍ ډوله  غوڅي  

 یا تقاطع  باندې شمېرل کیدی شي:

 

 

 انتیګرال شي. بدیلي کېدی شي د توتې پوښ  باندې

 

په بدن کې   او مینیمال همداسې ماکسیما وړانګه   همداسې  رته چې  یچ

سره. دا واریانت  له ټولو  د همغږیز   خوندي توتې پوښ  ټول جګوالی دی  د وړانګې

 لپاره موخ وره ده. وړانګې تابع

 لیکونکي: هیولیګ، هیورنر
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کښل شوی اپروکسیمیشن   یا نږدېوالی   د لومړي فرمول د ښوونې لپاره په څېره کې

 کارول کیږي.

 

لپاره  کېدی شي    , , یوه انتروال    یوه ټوټه کونې 

 ډکی)حجم (  د یوې توتې   

  سره او یوې توتې د ماکسیمال وړانګې   له لارې  د مینیمال وړانګې 

 لپاره نو بیا باور لريسره رابند شي. د ټول حجم 

 

جمعه ده، چې د انتیګرال -اړه  دباندني ترمونه د ریمنسره. دو د  

 ارزښت لور ته ځي، یعنې باور لري 

 

 همغږیز جګېدونکی دی.ددویم  فرمول د ښوونې لپاره لومړی نیول کیږي، چې 
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 سره لاس ته راځي   همداسې د   ,د 

 

 
 

  

  
 

 

  

  
 

 

  

 

 څه چې دویم فرمول په ګوته کوي.

ټیټېدونکې  توابعو لپاره کېدی شي په ورته توګه مخ ته ولاړ شو. په ټولیز حالت  د همغږیز

 کې دا د همغږیزوالي ورشو د ټوټه کونې  له لارې  لاس ته راځي

 لیکونکي: هیولیګ، هیورنر
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پارابولویید د کږې یا منحني   یره شویدا څ

د څرخون  یا څرخېدو له   

 په محور څېره شوی .   لارې  د
 

 

 دنې قانون سره سم  ډکی یا حجم دییدونکي بدن د څرخید څرخ

 

 بدیلي د توتې پوښ  بادې انتیګرلونې له لارې  لاس ته راوړي

 
 لیکونکي: هیولیګ، هیورنر

 

 یو توروس ) د ګردۍ یا داېرې کړۍ
Torus دیوې ګردۍ دڅرخون څخه منځ )

سره په یوه محور  د    ته راځي د وړانګې 

 واټن. پهمنخ ټکي څخه 
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 رل کیږيیدونکو بدنونو د کمښت څخه شمیډکی یا حجم د دوه څرخ

V 
 

 

  

  
 

 
  

 

 سره لاس ته راځي  , د بدلون  

V 
 

 

  

  
 

 
  

 

 ځکه چې

 
  لکه چې څېره شوی یو له غونډاري  د 

په وړانګې په پراته محور   د وړانګې  

 سره رابیله شوې  توته ده.

 

سره په توته پوښ   پاره چې  ډکي یا حجم شمېرو، د   وړانګېد دې ل

سره  لپاره    د  انتیګرال نیولکیږي .  د   

 لاس ته راځي  
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 Länge einer Kurve د یوې کږې یا منحني اوږدوالی

سره،    اوږدوالی د ناپرېکېدونکي مشتقوړ پارامتریک کولو  د یوې کږي 

 ، دی 

 

سطحه د پارامتریک انځورونې - ځانګړې توګه د یوې کږي لپاره په   پّ 

 سره باور لري 

 

 ګراف لاندې اوږدوالی لري په ځانګړې  توګه دیوه تابع  

 

 ترمنځ  د کږو ټوټو  اوږدوالی ،  او    د  

 

دی شي د کانونیکي کږې پارمتر  په توګه وکارول شي. سړی داسې په نامه  د کږې یک

 ږدوالي پسې پارمتري کونه لاس ته راوړي : او
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 د نورمي تانجنت کږې په بنسټ  د کانونیکي پارمتري کونې لپاره باور لري

 
 اوږدوالي سره.   د  د 

 لیکونکي: هیولیګ، هیورنر

 

رنې لپاره د پارامتر اتروال یپه ټوټو وېشل کیږي او ید یوې مسطحې کږې  د اږودوالي شم

لپاره  کږه د پای ټکو د تړونکرښې له لارې  ځای بدلیږي یا   یو برخه انتروال

 بدلیږي.

 

 د انتګرال د منځ ارزښت جملې سره بیا باور لري:
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-سره . دا اخرنۍ ویېنه یا افرده  د ورکړ شوي انتیګرال د یمن   د

 جمعې دی. –زیاتون یا 

کږې لپاره د مشتق نورم د انتیګرال په  بڼه  په ورته تګه د ډېرپراخېدونکي یا ډېربعدیز ې 

 راکوي.

 لیکونکي: هیولیګ، هیورنر

 

وړانګې سره یوه ګردۍ یا داېره د  په محور  ګرځوو یا وڅرخوو، نو ژي ټکی   که د 

 یو څیکلویید  تشریح کوي. 

 

 

 د سرچینې لپاره د پیل ټکي په حیث 

 

 ده.سره ، د یوې ګږې لیندې یو پارمتري کونه   د 

 د لیندې اوږدوالی دی

  
 

  

  
 

 

  

 

 او  کټمټوالي       , د بدلون  
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 سره لاس ته راځي

  

  
 

 

 لیکونکي: هیولیګ، هیورنر

 

 Trapez-Regel      د ذوزنقې قانون

 

 الیونږدی

 

 
 انتیګرال اپروکسیمی کوي د تراپڅ یوې سطحې  زیاتون له لارې.   

 

 رېکېدونکی مشتقوړ تابع    د ناټیکاوي پاره باور لري:د یوه دوه واره ناپ
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 لپاره.   د

 په ټیکه توګه ناټیکاوی د خویو یا هوارو توابعو لپاره ګاوڼدیز یا اسیمپتوتیکي وده لري

 

سره. له دې څخه لاس ته راځي، چې د تراپح  خپلواکې ثابتې  څخه  او    له 

ورا دقیق دی. ناټیکاوی ګړندی د صفر په پریودیکي توابعو لپاره  خ-  قانون د

 توان ته.-لور ځي نسبت  هر   

 لیکونکي: هیولیګ، هیورنر

 

 په یوه ا نتروال ناټیکاوی دی

 

 بیا ټوټه انتیګرالونه  او منځ ا رزښت جملهې استعمال راکوي

 

 په ټوټه انتروال  باندې د جمعې پسې سړی لاس ته راوړي 
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 دی شي د یجمعه ک

 

 رې اټکل شي. د ترمنځارزښت جملې پسې بالاخره لاس ته راځيله لا

 

 سره.  د یوه 

د ګاونډ یا مجانب  ناټیکاوي ودې ښوونه  اوږده ده. دا د باقي غړي  په تل ټوټه انتیګرالونه 

 ولاړه ده او د ژۍ ترمونو په یوه مناسبه کارونه یا استعمال.

 لیکونکي: هیولیګ، هیورنر

لپاره  دا  لاندې  انتیګرال  د ټولګڼیز     Bessel-Funktionen تابع-د بسل

 انځورونه لري 

 

 ره کې انځور ديیلپاره په لاندې څ   او د
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 رلو سره شړی کاروي، چې یقانو شم د تراپڅ

 

 جوړه دی. که ټکي   او دا چې 

 
 وټاکو ، نو جمعه 

 
 دې جوړه شي.

ټکو سره ښایي،    لاندې نږدېونه یا اپرکسیمیشن د     لکه د 

 پولې ته تلنه فوقالعاده ګړندۍ ده.

 

دا د ذوزنقي قانون   جګ ټیکاوی  د خوی پریودیکي انتیګرال لپاره یوپیک دی او کېدی 

-Euler ماکلورن-شي  د ناټیکاوي د یوهه ټیکې انځورونې  ،  د  اویلر

Maclaurinschen .د جمعي فرمول مدلل کړای شي 

 نرلیکونکي: هیولیګ، هیور
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 Gauß-Formel د ګاوس فرمول

 

مې درجې یا نظم د ګاوس فرمول په نږدې بڼه یا ډول د یوه تابع  انتیګرال  ټاکي د –د 

مې  درجې د لاګرانژ پولینومونو  په -انتیګرال د انتربولیشن پولینوم له لارې  د  

 کې:   صفرځایونو 

 

 د لاګرانژپولینوم  سره    د

 

 .باندې  په انتوال 

Gradفرمول د  درجې پولینوم لپاره ټیک دی او  او د ټولو له مخه د تحلیلی    

په  زیاتیز یا مثبت دي، او  تکیه ځایونه توابعو لپاره خورا ټیک دی. ټول وزنونه 

م   نظم پورې - 10کې پراته دي. دا د ګاوس پارامتر  تر انتګریشن انتروال 

 ړ شوی دیجدولي شوی  او په لاندې جدول کې ورک
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لپاره د کرښیز  د خوښې انتګریشنانتروال     او  د ګاوس پارامتر 

 تراسفورمېشن له لارې لاس ته راځي:

 

لپاره ټیک دی. دا د   درجې د پلوینوم    Gradلومړی ښایو، چې نږدې ټاکنه د  

 لاندې څخه لاس ته راځي

 

 

  
  

ته    په دې ټکو  کې و   ونه دي، ته د لاګرانژ پولینوم  نسبت و ټکو   داچې

 سره   همغږیز کیږي. انترپولیشنپولینوم  دی او داسې  له  

ټیک   درجې پولینوم   Gradد ځانګړو ټکو ټاکلو له لارې  کېدی شي حتی  د  

 انتیګرال شي.

 د پولینوموېش په مرسته داسې لیکو  دې ته 

  

 .او    دجې   پولینومونه  . Grad او  د پولینوم-درجې لژندر  Gradد  

 په پام کې ونیول شي، نو لکه پورته لاس ته راځي  که 
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 له بلې خوا باور لري

  

  

 

  

 
 درجې پولینوم ته  اورتوګونال دی.   Gradد  ځکه  چې

 د وزن  زاتیزوالی یا مثبتوالی د کټمټوالي څخه لاس ته راځي

 

له امله  باور لري، او اخرنی،  وړاندې مساوات د    د اخرنې تر مخ یا

دی یفرمول له لارې ټیک انتیګرال ک-درجه لري، نو د ګاوس Grad     داچې 

 شي.

فرمول د روښانه ولو  ته لاندې جدول  د مختلفو انتیګراندونو یا انتیګرال -د ګاوس 

 کېدونکو نږدې ټاکل یا اپروکسیمیشن ښایي.
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 کې زینګولاریتي ده. رال کې ورو پولې ته تلنې دلیل  په   په اخرني انتیګ

)  یو  تابع  خوی یا هوار  تابع یو ماتماتیکي   glattفرمول فقط خویو یا هوارو-د ګاوس

 تابع دی، چې ناپرېکېدونکی او ناپای زیات مشتقوړ وي  توابعو ته ډېر دقیق دی.

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ

 

 

     Uneigentliches Integral   یګرالناڅرګند یا نا معلوم انت

 

 لپاره کېدی شي د   ټوټه ډوله ناپرېکېدونکی تابع    د یو په یوه انتروال

 
(  او نامحدودو  له لارې د انتیګرال کلیمه په ناپای انتروالونو  )

 (  وغزول شي.  انتیګرالیدونکو)

مطالعه شي. په اخرني حالت کې  په ورته توګه زینګولاریټي په لاندې یا په دواړو پولو 

 د ټاکنو  څخه خپلواک وي.   , باید پوله ارزښت د پرلپسې 

مطلق انتیګرالوړوالی دی، دا په   د یوه ناټاکلي انتیګرال د شتون لپاره پوره کېدونکي د

 دې معناچې 

 ثابت       

 لپاره. د ټول برخه انتروالونو  

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ

 

 رلو لپارهیانتیګرال د شمد ناټاکلي 
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 لپاره   ټاکي د

 
 له دې سره سړی لاس ته راوړي

 
که  پوله ارزښت ساده شمېرل کېدونکی وي، نو سړی پسې  تړلي ناټاکلې پولې کاروي، 

 داپه دې معنا چې سړی لیکي

 
 لګه کې.یاو دا په راوړل شوې ب

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ

 

 د ناټکلو انتیګرالونو

 

  , د بدلون لپاره  

 سره  سړی لاس ته راوړي 

 

باور  لپاره پوله ارزښت  ټیک هلته شتون لي، که    په دې پسې د 

 ولري.  په دې حالت کې دی
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 لیکونکي: اپپ، هیولیګ

 

 د ناټاکلي انتیګرال 

 

سیګولار دی.  سړی د   لپاره  انتیګرالېدونکی  په پورته انتیګرال پولې 

 راوړيلپاره لاس ته    

 
 له دې سره لاس ته راځي

 
 لیکونکي: اپپ، هیولیګ

 

 د ناټاکلي انتیګرال 

 
 لپاره

 
 یا ساده تابع دی. ناټیکه ایښوونه  -د انتیګرالیدونکو بنسټ

  

  
 

 

د  ناټاکلي انتیګرال لپاره   راکوي.  د تعریف سره سم د ناټاکلي انتیګرال   پورته  او کښته 

 ل خپلواک و څېړل شي.  داچې نه پوله ارزښت پولې  باید یو له ب
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 او نه پوله ارزښت

 
 

 شتون  لري،  دا ناټاکلی انتیګرال  

 
 هم شتون نه لري.

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ

 

 د نامعلوم انتیګرال لپاره د پرتلې قضیه

 Vergleichskriterium für uneigentliche Integrale 
 

 

 ورانت وي، داپه دې معناچې لپاره یو مای  د که   

 

 د مطلق انتیګرالوړوالي څخه د انتیګرال  باور لري، نو د

 
 شتون  لاس ته راځي

 

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ

 

 

 فقط  د پوله ارزښت 
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 ړنې لاندې نیول کیږي. په نورو حالتونو کې  په ورته توګه مخ ته ځو.یشتون ترڅ

 تابع 

 

له لارې رابنده یا محدود ده.   په    رته لور ته دبرابرغږېزه جګېدونکې ده او پو

شتون   لپاره   پولې ته تلونکی دی  او له دې امله   د  دې پسې  

 لري.

 تابع 

 

هم  د   له لارې رابنده یا محدود.  پسې   همم برابرغږیزه جګېدونکې ده او د

 شتون لری. لپاره پولې ته تلونکی دیاو له دې امله  

 څخه  د له دې 

 
 شتون لاس ته راځي.

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ 

 

 

 کارول کیږي. د پرتلع تلبع لپاره زیات وخت  

 لپاره دی   د 
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باور ولري، دا  لپاره ټیک هلته پولې ته تلونکی دی، که   دا ترم    د 

 په دې معناچې انتیګرال 

 

 لپاره. شتون ولري ټیک   د  

باور ولري، دا  ه ارزښا لاس ته راځي، که  لپاره ټیک هلته پول  د 

 په دې معنا چې  انتیګرال 

 

 لپاره شتون ولري.  ټیک   د 

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ

 

 د دې لپاره چې د نامعلوم انتیګرال  شتون د  

 
 په حیث وښایو ، سړی دا انتیګرال په دوه برخو ټوټه کوي.

  دی، نو  لاندې انتیګرال شتون لري  دا چې 
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 د نامعلوم انتیګرال لپاره  د ټوټه انتیګرالونې له لارې لاس ته راځي په انتروال

 

په لور ځي او دویم د پرتلې قضیې له مخې   لپاره لومړی ترم  د  د  

 پولې ته ځي، ځکه چې 

 

 
یا بنسټیز تابع نه لري، کېدی شي د  –سره له دې چې د  تابع کوم ورکړ شوی لومړی 

  .تیګرال ارزښت وټاکي. نامعلوم ان

 
 لیکونکي: اپپ، هیولیګ

 

 Gamma-Funktion فنکشن -یا  ګاما تابع

 

 د

 

 
له ارې تعریف شوی ګاما تابع فنکشنل 

 مساوات پوره کوي

 
 په ځانګړې توګه  

 دی.   , .
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محور  لپاره هم  xتابع د کمیز پروت یا -د فنکشنل مساواتو په مرسته کېدی شي ګاما

کړی شي. لکه د جوړ شوي تابع ګراف څخه چې لیدل کیږي، دا ساده قطبونه د تعریف 

 لپاره لري.  

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ

 

 انتیګرال 

 

 لپاره پرابلم جوړوي.    په دې حالت کې  انتیګرال د   فقط  د   

 
 له امله  د پرتلې قضیې له مخې پولې ته تلونکی دی.

 

 انتیګرال 

 
 په بنسټ شتون لري او اټکلونه هم د پرتلې قضیې 

 
 لپاره بسیا کوي. د پوره لوي 

 د ټوټه انتیګرال سره لاس ته راځي

 

 

    

 

لپاره  لاس ته   د او له دې سره د پوره اېندکشن په مرسته   او  

 راځي
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 د ګاما تابع د ګاوس  تعریف 

 

 اجازه زاکوي.  د تابع یوه روښانه ونه په ټول 

.  

 اپپ، هیولیګ لیکونکي:

 

 Cauchyscher Hauptwert د کوشي اصلي ارزښت

 

 لپاره سړیکې زیګولار  تابع    د یوه په 

 
 د کوشي اصلي ارزښت په څېر  تعریفوي

 

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ

 

 د تیپیکي بېلګې په څېر د کوشي اصلې ارزښت 

 
 شمېرل کیږي.

 لپاره  دی  د 

 
ورکیږي په  یو سیمتري انتروال   CHWري په دلیل د د انتیګرالیدونکي  د انتی سیمت

 لپاره.

 لپاره دی    د 
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لپاره دا ا فاده یا ویېنه او له دې  سره د کوشي اصلي ارزښت  صفر  د  ناجوړه یا طاق   

په لور هڅیږي.   لپاره دا د   دی. د زیاتیز یا مثبت  جوړه)حفت( 

ر انتیګرال سره سره خوري یا یوعږیز په ساده توګه د کوشي اصلي ارزښت د رګولا

لپاره  برعکس یا د دې په خلاف هم انتیګرال او هم د    کیږي.  د 

 کوشي اصلي ارزښت شتون نه لري.

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ

 

 Differenzieren unter dem Integral د انتیګرال لاندې مشتقول

 

 

ېکېدونکی تابع دی.  ناپر  لپاره  د   د ناپرېکېدونکې تابع انتیګرال 

 ناپرېکېدونکی وي، ن و باور لريکه   

 

 
 لیکونکي: هیولیګ،کنیش

 

 د دې لپاره چې د 

 

په   کې وښایو، له دې څخه کار اخلو، چې ناپرېکېدنه په ټکي 

ته   له دې   کې برابرډوله ناپرېکېدونکی دی.  هر  ولاړګوډیز  

 شتون لري داسې چې    امله یو
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 لپاره نو دی لپاره. د دې    او   ي د  ټولو باور لر

 

 دونکی دی.یناپرېکله دې سره  

 ناپرېکېدونکی وي، نو لاس ته راځيکه   

 

 
 د کوم سره چې     

 لپاره.   دی     د ټولو         

 له دې امله کېدی شي  د دفرنسل وېش کمښت  و 

 
 ته د 

 
 ر په لور هڅیږي.  سره د صف   له لارې اټکل شي او د 

 لیکونکي: بوسسلر، هیولیګ،کنیش

 

 دا لاندې د انتیګرال انځورونه لري Bessel-Funktionen توابع -بسل 
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 دا دا لاندې د دفرنڅیال مساوات پوره کوي

 
 دا کېدی شي د انتیګرا لاندې د دفرنڅیال سره وازمایل شي. لومړی دی 

  
 

  

  
  

  

  
 

  

 

د دفرنڅیال مساوات  په کیڼ لور کښیښول شي او له   و ا  , که 

کیښول شي، نو لاس ته سره  ضرب شي، له کوم سره چې    

 راځي

Se  
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 لپاره.   د ټول ګڼیز

 
 لومړني    د بسل توابع ښایي .   څېره  

 لیکونکي: بوسسلر، هیولیګ،کنیش

 

 Leibniz-Regel قانون-لایبنیڅ

 

 لپاره دی  او     ,د ناپرېکېدونکو مشتقوړ توابعو  

 

 
 لیکونکي: بوسسلر، هیولیګ،کنیش

 

 سره وښوول شي او ځا په ځا کړو که انتیګرال له  
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 دی   او فرمول د ځنځیري قانون له لارې لاس ته راځي:نو 

 
 ټوټه مشتقونه دا  لاندې دي له دې سره د  

 

 

 لپاره  په افاده یا ویېنه کې  ایښوولو سره غوښتنه راکوي.  او د 

 لیکونکي: بوسسلر، هیولیګ،کنیش

 

 د لایبنیڅ فرمول سره لاس ته راځي

 

 

 

  

  
 

 

  

 

 بیا مشتقول یې راکوي

 
            =                                                
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=                                              

ولیکي او دا انتیګرال     , بدیلي لومړی کېدی شي بدلون  

 لاس ته راوړي

 

    

 د کره یا ځای په ځای پولو سره . نو کېدی شي 

 

 

 

  

  
 

 

  

 او

 

 

 

  

  
 

 

  

 رل شي.یوشم په ساده  توګه

ي اسان د ټوټه د لومړي مشتق لپاره د فرمول مساوات   روښانه  نه دي، خو کېدی ش

 انتیګرالونې سره و ازمایل شي:
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 د دویم برابرون مشتق کېدی شي په ورته توګه و ښوول شي.

 لیکونکي: هیولیګ،کنیش

 

 پسې د انتیګرال د مشتق   په  

 
 لپاره  لاس ته راځي

 
 لیکونکي: هیولیګ،کنیش

 

 

 د دفرنشل مساوات 
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د سوپر  کېدی شي دهوموجېن مساوات  حل  حل    یو زره یا کوچنی 

 پوزېشن له لارې  و کټل شي:

 
 د لایبنیڅ فرمول په بنسټ دی

  

 

  

  
 

 

  

د ایښوولو له لارې  کېدی شي حل تصدیق   او  په دفرنشل مساوات کې د

 شي.

 لیکونکي: هیولیګ،کنیش

 

 

 د نامعلومو انتیګرالونو مشتقول
 Differenzieren uneigentlicher Integrale 

 

 

 لپاره باور ولري  ناپرېکېدونکې وي او د  او   که توابع  
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 دی شي د انتیګرال د نخښې لاندې مشتق ونیول شي:ینو ک

 
په ورته توګه ویناوې   د محدودو انتیګرالېدونکو  سره  د نامعلومو انتیګرالونو  لپاره  

 باور لري. 

 کي: هیولیګ،کنیشلیکون

 

 د دې لپاره چې وښایو، چې 

 
 په لور هڅیږي، انتیګرال ټوټه کیږي: 0لپاره د    د 

 
 دویمه زیاتېدونکې یا د جمعې غړی د نیونې له مخې د 

 

  لپاره.  د دې    کیږي. د پوره لویې     له لارې اټکل شي. دا    انتیګرال له 

لپاره.، ځکه چې د پای   پوره کوچني  دی د  لپاره لومړی زیاتېدونکی  

 انتیګریشن انتروال لپاره  د انتیګرال لاندې مشتق کېدی شي.

  

 لیکونکي: هیولیګ،کنیش
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 د ګاما تابع مشتقونه

 
 دي

 

یو مشتقیدنه په حق ده، ځکه چې انتیګرالېدونکي  

 برابرډوله مایورانت لري: 

 
 او 

 

 و، چې لپاره. د دې لپاره   وکارول ش د  

 

 لپاره د ټولو 

 لیکونکي: بوسسلر، هیولیګ،کنیش

 

 دا د پارامتر په واک کې انتیګرال 

 
 مطلق پولې ته تلونکی نه دی، له دې امله برابر ډوله مایورانت هم نه لري.

پسې  د  انتیګرال لاندې یو فورمال دفرنڅیشن  یوه تضاد ته لارښودوي.  د لته  مو د 

 فورمال مشتق 

 

 ,ولې ته نه تلونکی  انتیګرال دی. له بلې خوا یو واریابل بدلونیو پ
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 راکوي  

 
 مشتق په دې لاس ته راوړنه کټمټ  صفر دی.

 لیکونکي: بوسسلر، هیولیګ،کنیش 

 

 ز ک د مارچ لسم ۱۴۲۲د  

 بری د لوی څښتن سره دی. 
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 د ډاکتر ماخان شینواري چاپ شوې لیکنې:

Austria):1988 Vienna ( 

 لومړی:

H.K. Kaiser , M. Shinwari : Aproximation compact pological algebra : 

contributions to general algebra 6 ; Page 117 – 122 

1987 Vienna (Austria): 

 دویم:

Interpolation und Aproximation durch Polynime in Universalen  Algebren .  Diss . 

Uni. Wien  

Interpolation and Aproximation by Polynome in universal   Algebras,  Dissertation 

at the University of Vienna/Austria 

توري ودې ټولنه،،له لرپوهنې پښتوټول کتابونه  په المان کې د ،، افغانستان کیلاندې د شم

 خوا  چاپ شوي دي

2000 Bonn (Germany): 

نري، فزیک  او اقتصاد جره د انیرپوهنې برسیوهنې ستر کتاب :  د شمرپید شمدریم:   

مخونو کې چاپ  ۰۹۹کوونکو لپاره ) دا کتاب    په  لپاره ، همداسې  د ښوونکو او زده

 (ځنو ځایونو غزېدلې او ځنې ځایونه ترې لرې شوي دياو دا نوې لیکنه به یې  

2003 Bonn (Germany): 

او کټې د کټې  –ګټې  رنه، دیزرو کې شم ،، په سلو سه() هندځمککچپوهنهڅلورم:   

 کوي رنه  ، د اختمالوالي شمېرنه  کتاب  د ښوونځي ټولې اړټیاوې پورهیشم

2003 Bonn (Germany): 

 الجبرونه ) د الجبر بنسټونه دي(پنځم:    
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2003 Bonn (Germany): 

 پښتو ډکشنري. –رپوهنې   انګرېزي ید شمشپږم:  

ermany):2003 Bonn (G 

 او پښتو الماني ډکشنري -رپوهنې الماني ـ پښتوید شماووم: 

Mathematical dictionary German/ Pashto and Pashto/German 

2003 Bonn (Germany): 

 شوی( دۍ، ساده لیکل    دفرنڅیال برابرون  ) دا کتاب په دې څانګه کې یو پیل اتم:  

Differential equation Translation; An Introduction 

Bonn (Germany): 2003  

 ر پوهنې فرمولونو ټولګهید شمنهم: 

Mathematical  Formulas 

2003 Bonn (Germany): 

 رپوهنه له عربي په پښتویشم لسم:  

Bonn (Germany): 1997 

 د افغانستان په هکله سپینې خبرې:  په     المان  کېیوولسم: 

 ا ابادولو ټولنه،، له خو،،د افغانستان روغې او بی     

،،د افغانستان روغې او بیا د  کال دمخه ډاکتر ماخان شینواري ۱۹۹۹یادونه:    له .

  له خوا درې ساسي مجلې هم را وستلي. ابادولو ټولنه،،

 د ډاکتر ماخان ،،میږي،، شینواري لیکنې او ژباړې چې په چاپیدو یې پیل کیږي

2012  Bonn; Germany; Kabul Afghanistan 

 ژباړې:
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 Prof. Brinkmann. (From Brinkmann.du.de)    : 

 لاندې د برینکمن لیکنې چې له پرینکمن ن ج څخه ژباړل شوي دي.

 شمیرپوهنه د ښوونځي لپاره   لومړی ټوک      - ۲

 شمیرپوهنه د ښوونځي لپاره      دویم ټوک – ۱

 شمیرپوهنه د ښوونځي لپاره      دریم ټوک – ۳

 د ښوونځي لپاره                حتمالوالي شمیرنهد ا - ۴

 احصایه یا ستاتیستیک            دښوونځي لپاره – ۵

لاندې کتابونه د شتوتګارت د پوهنتون د استادانو د لکچرونو څخه چې د شتوتګارت 

 پوهنتون ن ج څخه خپاره شوي را ژباړل شوي.

  ۲انالیزی     – ۶

 ۱انالیزې    – ۷

 جبر کرښیز ال – ۸

 د شمیرپوهنې بنسټونه     - ۰

 د فرمولونو ټولګه  - ۲۹

 فنکشنل انالیز – ۲۲

 وکتور شمیرنه  – ۲۱

 نورې ژباړې

 څخه:کرښیز الجبر .grundstudium.info/linearealgebra/wwwله  – ۲۳  

۲۴ –   Georg Gutenbrunner  ګڼونپوهنه یا د اعدادو تیوري 
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 زما لیکنې 

onn (Germany): 

رپوهنې ید شمدا کتاب :  د پوره تغیراتو سره دویم چاپ  رپوهنې ستر کتابید شم - ۲۵

  ره د یبرسبرخې 

پوره  نري، فزیک  او اقتصاد لپاره ، همداسې  د ښوونکو او زدهکوونکو لپارهجان        

 ګټور دی. په 

  کتاب کې د اړتیا سره زیاتونه او کونه راغلې        

 ه(  دویم چاپ د پوره تغیراتو سره ځمککچپوهنه  ) هندس - ۲۶

 الجبر بنسټونه دویم چاپ له تغیراتو سره – ۲۷

 ډېرۍ پوهنه یا سټ تیوري  - ۲۸

 د شمیرپوهنې سم اند ) منطق ریاضي( – ۲۰

 د یو څو شمیرپوهانو ژوندلیک  - ۱۹

 د شمیر پوهنې ګډې وډې لیکنې – ۱۲

ه نابلد شوی: د مشتق او انتیګرال داهم ژباړه ده، خو لیکونکی یې متآسفانه راڅخ   -۱۱

 شمیرنو ته   تمرینونه او اوبیونې یا حلونه یې

 د شمیرپوهنې انګریزې پښتو او عربي + درې ډکشنري  – ۱۳

 د شمیرپوهنې پښتو انګرېزي ډکشنري – ۱۴

 د شمیرپوهنې پښتو ډکشنري د شمیرپوهنیزو وییونو په پښتو روښانه ونه – ۱۵

ا هغه لیکنې دي، چې ځنې یې په نړیول جالونو کې خپرې شوي د زړه له کومې) د  - ۱۶

 دي.(

 د افغانستان په هکله سپینې خبرې، چې وبه غزیږي. – ۱۷

(c) ketabton.com: The Digital Library



 
 سرليک 284 

 نوري لیکنې، چې په ژباړه یې پیل شوی، خو لا پوره نه دي

د شتوتکارت پوهنتون لکچرنوټونو څخه ، چې د شتوتګارت پوهنتون ن ج څخه    –

 خپریږي:

 ريد  ګروپونو تیو 

 د ښوونځي لپاره فزیک د برینکمن لیکنه -

له پنځم ټولګي  څخه تر اووم ټولګې پورې ژباړل شوی ) دا چې زما دویم مسلک فزیک 

د شمیرپوهنې په -دی، دا لیکنې ژباړم. دا هم د دې لیکوال یوه ډېره ښه لیکنه ده، چې 

و ماته زیات ګټور دلته هم زیات تمرینونه د حل  یا اوبیونې سره په کې راغلي ا -څیر

 برېشي( 
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