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 د خپرندوی ټولنې یادښت

 

لتوري ودې ټولنې د علمي، ساینسي او ، چې د افغانستان د کله هغې مودې را په دې خوا
طبي اثرو  د خپرولو لړۍ پیل کړې، تراوسه یې په دې لړ کې مهم اثار خپلو هیواولو ته 

 وړاندې کړې دي.

موږ باور لرو، چې پښتو ژبه هغه وخت په یوه مهمه غني ژبه بدلیدلای شي، چې د پوهې 
 ي.په ګاڼه سمبال شي او په علمي او اکاډمیکو اثارو غني ش

اوس چې زموږ ملي سراسري ژبه د بیلابیلوګواښونو او چلنجونو سره مخامخ ده، پر 
موږ ټولو ده، چې د دغه ګواښونو په وړاندې به په نره ودرېږو او د علم او قلم په ژبه به 

 ځواب ورته ووایو.

د اتحادیې له حوا د ډاکتر ماخان شینواري تراوسه زیاتو چاپ شویو اثارو په څنګ کې، د 
ده د  پنځه وېښت شمیر پوهنې نویو ژباړو او لیکنو  او دوه ټولنیزو لیکنو تر منځ،  دغه 
اثر  په همدې لړ کې ځکه د ارزښت وړ دۍ، چې د علمي، ساینسي اثارو د خپراوي  په 

لړ کې د یوه مهم ګام په توګه ګڼل کیدای شي او هیله ده، چې د دې برخې مینه وال 
 پوهنتو زده کړې کټه ترې واخستلی شي. لوستوال، زده کوونکي او د

 

 په درناوي

 د افغانستان کلتوري ودې ټولنه

 ز ک   ۲۰۰۱۲
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 مننه لیکونکيد 

 

د هر څه له مخه د هغو لیکونکو پروفیسرانو څخه زیاته مننه، چې د لیکنو څخه یې زما د 
ه نه شته او دا ژباړې لپاره تفاهم لري. ماته د دوي د لیکنو د ژباړې په هیڅ ډول مادي ګټ

کار مې یوازې په یوه د پوهنې توانمندې ، مګر وروسته پاتې ژبې ویونکي ولس ته 
وړاندې دی، دا دې د دې پروفیسرانو له خوا په پوهنیزه اړخ کې زموږ په دې اړخ کې 

 هم مرستې ته اړ  ولس سره  مرسته وي.

ړو، مرستندویانو او په همدا ډول زموږ،، د افغانسان کلتورې ودې ټولنه،، جرمنې،  د غ
تیره بیا د مشر تابه څخه زیاته مننه کوم، چې پرته له خپرندوې ټولنې په توګه یې د دې 

 لیکنو زیاته اقتصادي ونډه هم په غاړه اخستې.

دې لاندې زما کلیوالو ملګرو  او ملګرو د دې کتابونو په چاپ کې د توان سره سمه 
 مننه کوم: اقتصادي ونډه اخستې، چې زه ترې زیاته

د ښاغلي دپلوم انجنیر ریحان الدین حساس، ښاغلي دپلوم انجنیر محمد اکبر نور،  ښاغلی 
ډاکتر سردار ګاڼه وال، ښاغلی ډاکترماڼوګل ګاڼه وال، ښاغلي ټولنپوه محمدعارف بیان، 
ښاغلي دپلوم انجنیرمحمد ایوب بیان، همداسې زما د ملګري ارواښاد ډاکتر حاجي محمد 

ځوي ښاغلي ډاکتر صالح محمد سلطانزي ، ډپلوم انجنیر او دپلوم اقتصاد پوه  سلطانزي د
رحمت الله فتحي او نه اخر زما د لور ډاکتر څانګې شینواري او زما د ځوي اقتصاد پوه 

 او ټولنساپوه اباسین شینواري. 

نه دا  -نه د ټولو  په اخر کې زما له میرمن ښاپرۍ څخه ډېره زیاته مننه، چې زما د لیکنو
 پوره ملاتړ کړي. -چې مخه یې نه ده نیولې

بیا هم له دوي څخه د زړه له کومې مننه کوم او لوي څښتن دې ورته اجرونه ورکړي،  
 چې داسې مرستو ته دوام ورکړي.    

 په مننه : ستاسو ماخان شینواری     

 جرمني د بن ښار

 ز ک  ۲۰۱۲
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 نیولیک

 سریزهنوې                                

 سریزه                           

 افغاني، یوناني ، لاتین الف ب                            

  رپوهنیزې نخښېیشم                

 لومړۍ برخه

 ١                                 د شمیرپوهنې سم اند یا منطق                   ۰ ١

 ١                     ه او پیدایښت یا طبیعي ژبهپوهنیزه ژب               ١ ۰ ١  

 ۳                         د شمیرپوهنې سم اند بنسټیزه کلیمې                ٢ ۰ ١

 ۳                  ثابتې ، اووښتونې یا واریابلې ، ترمونه            ١ ۰ ۳ ۰ ١

 ۵                                                              وینا            ٢ ۰ ٢ ۰ ١

 ۷                       د دوه ارزښتوالي اصول یا پرینڅیپ          ۳ ۰ ٢ ۰ ١

 ١۳                           بڼه او کوانتورونه ۰وینا فورم یا               ٤   ۰ ١

 ٢۸                           اړیین او پوره کیدونکي شرطونه               ٥ ۰ ١

 ۳١.............                        د شمیرکلیمه یا د لغاتو                 ٦ ۰ ١

 ۳۳                                       برابرون او نابرابرون               ۷ ۰ ١

 ۳۸              تمرینونه                                                          ۸.  ١

   ۳۹                                                  ډیر ۍ پوهنه                  ۰  ٢

 ۴۰                                        د ډیرۍ پوهنې کلیمه                ١ ۰ ٢
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 ۴۵           د ډېریو ترمنځ اړیکې                                             ٢.  ٢

 ۴۶ربخډېرۍ                                                                              

                    ۴۸د یوې ډېرۍ توان یا توانډېرۍ )توانسټ(                                       

 ۵۰            (١په ډیرۍ کې کارونې یا عملیي)              ۳ ۰ ٢

 ۵٢غوڅډېرۍ یا متقاطعډېرۍ                                                          

 ۵۷د یوې ډېرۍ یا سټ کمپلیمنت                                                     

 ۵۸                                                      څیرونه                 ٤ ۰ ٢

 ۶۷                                            تمرینونه                                  

 ۷۰        ...    د رییل ګڼونو سره د شمیرلو بنسټیزې                    ۰ ۳ 

                                ۷۰                  جوړښت  سیستمیا اعدادو  -ونود ګڼ                  ١ ۰ ۳

 ۷۰                              پیدایښتي یا طبیعي ګڼونه              ١ ۰ ١ ۰ ۳

 ۷١                   د پیدایښت یا طبیعي ګڼونو جوړښت         الف ۰ ١ ۰ ۳

 ۷٢             پیدایښت ګڼونو انځورونه او شمیرنه   د            ب ۰ ١ ۰ ۳

 ۷۸                             ین  د شمیرنې بنسټیز قوان             پ ۰ ١ ۰ ۳

 ۸۴                                                 ټولګڼونه               ٢ ۰ ١ ۰ ۳ 

 ۸۶                                  د ویش تیوري      الف            ٢ ۰  ١ ۰ ۳

 ۸۸)بزګترین مقسوم علیه ...(       غټ ګډ پرویشونى         ب ٢ ۰ ١ ۰ ۳

 ١۰۶                                             راشنلګڼونه              ۳ ۰ ١ ۰ ۳

  ١۰۸                                             رییلګڼونه               ٤ ۰ ١ ۰ ۳
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 ١١۹                                                 ماتشمیرنه           ١ ۰ ٢ ۰ ۳

 ١۳۰تمرینونه                                                                    ۳.  ۳

 ١۴١                           پوتنڅ یا توان ، ریښه یا جذر                  ۰ ٤

 ١۴١                 توان د ټولګنیز په جګ یا اکسپوننت                ١ ۰ ٤

 ١۴۴   او توان د راشنل اکسپوننت یا جګګن سره   ریښه             ٢ ۰ ٤

 ١۵١            اکسپوننت یا جګګڼ سره   توان د رییلګڼ            ۳ ۰ ٤ 

 ١۵٢                                                       ټولګه              ٤ ۰ ٤

 ١۵۸                                                   لوګاریتم                 ۰ ٥

 ١۵۸                                      لوګاریتم کلیمه   د              ١ ۰ ٥

 ١۶۶                                                    ټولګه              ۳ ۰ ٥

 ١۶۹                                              ګونومتري                 ۰ ٦

 ١۶۹                    بنسټیزه ځمککچپوهنه یا هندسه              ١  ۰ ٦

 ١۶۹                                       ټکى او کرښه           ١ ۰ ١ ۰ ٦

 ١۷١                                                 کونج           ٢ ۰ ١ ۰ ٦

 ١۷۴                                            درېګوډۍ           ۳ ۰ ١ ۰ ٦

 ١۷۸                        کونکروانیڅ او ورته والى          ٤ ۰ ١ ۰ ٤

 ١۸۴                             ولاړکونجیز دریګوډۍ         ٥ ۰ ١ ٦۰ 

      ١۸۸...              ۍ کې د په ولاړکونجیز دریګوډ               ٢ ۰ ٦

 ١۹۰..             د کونج بلواک   یوونګردۍ کې  په              ۳ ۰ ٦
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 ١۹۵                            د ساین او کوساین جملې               ٤ ۰ ٦

 ٢۰۵کټمټوالی                            تریګنومتریکي                ٥ ۰ ٦

 ٢١۵            تریګنومتریکي یا کونجکچیز فرمولونه               ۵.  ۶

  ٢٢٢                                         کمپلکس ګڼونه                 ۰ ۷

 ٢۳۵                         متودونه   یا ثبوت  د ښوونې                ۰ ۸ 

 ٢۳۵                                            سیده ښوونه              ١ ۰  ۸ 

 ٢۳۷                                           ناسیده ښوونه               ٢ .  ۸

 ٢۳۹                    د پوره ایندکشن له لارې ښوونه         ۳    ۰  ۸  

 ٢۴۳  ...              برابرون له یوې اوړیدونې یا   لاینیز               ۹

 ٢۴۴                                          لاینیز برابرون              ١ ۰۹

 ٢۶۶                        کومبیناترویک، د بینوم جمله                  ١۰

 ٢۶۶                            فاکولتیت یا فاکتوریل                ١ ۰ ١۰

 ٢۶۷                                   نوم ځله ونه د بی              ٢ ۰ ١۰

 ٢۷۰                                         د بینوم جمله             ۳ ۰ ١۰

 ٢۷۴                                     کومبیناتوریک              ٤ ۰ ١۰

 ٢۷۵                                           پرموتیشن        ١ ۰ ٤ ۰ ١۰

 ٢۸۰                                              وارییشن       ٢ ۰ ٤ ۰ ١۰

 ٢۸۶                                             کمبینیشن       ۳ ۰ ٤ ۰ ١۰

 ٢۹١....                 او   د پرموتیشن، وارییشن        ٤ ۰ ٤ ۰ ١ ۰
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 ٢۹۵                       نیز الجبري برابرونونهلا                  ۰ ١١

 ٢۹۶...          یا   لانیز برابرون له دوه اوړیدونو            ١  ۰ ١١

 ۳۰۷...      دویمه درجه دیترمینانت او د کرامر          ۳ ۰ ١ ۰ ١١

 ۳١٢                              د ګاوس الګوریتم           ٤ ۰ ١ ۰ ١١

 ۳١۶   ... له دوه وو زیات برابرونونه له دوه             ٥ ۰ ١ ۰ ١١

 ۳١۷     ....            لاینیز برابرونونه له درې                  ٢ ۰ ١١

 ۳١۷     یو برابرون له درې ناپیژندونو سره              ١ ۰ ٢ ۰ ١١

 ۳١۸            ...      برابرونونه له درې   دوه            ٢ ۰ ٢ ۰ ١١

 ۳١۹...             دریمه درجه دیترمینانت او د            ۳ ۰ ٢ ۰ ١١

 ۳٢٢د ګاوس لګوریتم                                             ۴. ٢.   ١١

  ۳٢۵...      د په خوښه  ډېر مساوات په خوښه                  ۳ ۰ ١١

 ۳٢۶...        رجې دیترمینانت او د م د- n  د             ١ ۰ ۳ ۰ ١١

 ۳٢۸                           د ګاوس الګوریتم               ٢ ۰ ۳ ۰ ١١

 ۳۳۳تمرنونه                                                                      

 ۳۴۰                         الجبري برابرونونه                           ١٢

 ۳۴۰                          نیز برابرونونه ینالا                   ١ ۰ ١٢

 ۳۴۳           څلورۍ ئیز یا مربع برابرونونه                    ٢ ۰ ١٢

              د دوه په جګ برابرونونه ، د وییتا جمله               ١ . ٢۰  ١٢

 ۳۵۰      رابرونونه ، چې په نورمالڅلورۍ ب            ٢ ۰ ٢ ۰ ١٢ 
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 ۳۵١...          م درجې ځانګړي برابرو- n  د            ۳ ۰ ٢ ۰ ١٢

 ۳۵۷                     دریمه درجه برابرونونه                   ۳ ۰ ١٢

            د ریښې برابرونونه                  ٤ ۰ ١٢

 ۳۷۵                     دنت برابرونونه ترانسڅین                       ١۳

 ۳۷۵                         لوګاریتم برابرونونه                   ١ ۰ ١۳ 

  ۳۸۰        یا په جګګڼ برابرونونه -اکسپوننشل                 ٢ ۰ ١۳

 ۳۸۵      ګونومتریکي یا کنجکچیز برابرونونه                  ۳ ۰ ١۳

  ۳۹۶..        له نابرابرونونو او مطلقه ارزښت                         ١٤

 ۳۹۶                                  نابرابرونونه                    ١ ۰ ١٤

 بنسټیزې کلیمې او شمیر قوانین                ١ ۰ ١ ۰ ١٤

 ۳۹۷                                        اینتروال           الف    ١ ۰ ١٤

 ۴۰۰...    نابرابرونونه له یوې ناپیژندونکى               ٢ ۰ ١ ۰ ١٤

 ۴۰۹     ...            د نابرابرونونو سیستم                 ۳ ۰ ١ ۰ ١٤

  ۴١١   نابرابرونونه له دوه ناپیژندونکو سره             ٤   ۰ ١ ۰ ١٤

  ۴١۴....           نه او نابرابرونونه برابرونو                     ٢ ۰ ١٤

 ۴١۴          له مطلقه ارزښت سره شمیرنه                 ١ ۰ ٢ ۰ ١٤

 ۴١۵      برابرونونه له مطلقه ارزښت سره                ٢ ۰ ٢ ۰ ١٤

 ۴٢۰    نابرابرونونه له مطلقه ارزښت سره                ۳ ۰ ٢ ۰ ١٤

 ۴۳۰            یا طابع  فنکشنونه  بلواک یا                             ١٥
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 ۴۳۰   د بلواک کلیمه او د بلواک انځورونه                       ١ ۰ ١٥

 ۴۳۳                               د بلواک خویونه                    ٢ ۰ ١٥

 د ستر کتاب دویمه برخه  

  ۴۶۶...      یا سطحې شننیزه هندسه د هوارې                          ١٦

 ۴۶۶                                          کرښه                     ١ ۰ ١٦

 ۴۷۵                                           ګردۍ                    ٢ ۰ ١٦

 ۴۸٢                                          ایلیپسې                   ۳ ۰ ١٦

 ۴۸۷                                       هیوپربول                  ٤ ۰ ١٦

 ۴۹٢                                          پارابول                  ٥ ۰ ١٦

 ۴۹۴                                            ټولګه                  ٦ ۰ ١٦

 ۵۰٢                                     وکتور شمیرنه                    ١۷

 ۵۰٢                      د وکتور پیژند یا تعریف،                ١ ۰ ١۷

 ۵۰٢           په کارتیزي کواوردینات سیستم کې د وکتور انځورونه

 ۵۰۹                  د دوه وکتورونو سکالار ځل              ٢  ۰ ١۷

 ۵١٢               د دوه وکتورونو وکتوري ځل                ۳ ۰ ١۷

 ۵١۷     غبرګهواریز یا موازي الاضلاع ضرب               ٤ ۰ ١۷

  ....په شننیزه ځمککچ کې د وکتورونو                 ٥ ۰ ١۷

 ۵٢١         کرښې وکتوري انځورونه د یوې             ١ ۰ ٥ ۰ ١۷

 ۵٢۴ د هوارې یا سطحې وکتوري انځورونه             ٢ ۰ ٥ ۰ ١۷
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 ۵٢۵  بڼه ۰د هواربرابرونونو سکالارفورم یا                   ٥ ۰ ١۷

 ۵۳۳                       پرلپسې او پرلپسې لړۍ                       ١۸

 ۵۳۳                                            پیل                    ١ ۰ ١۸ 

 ۵۳۴               پرلپسې کلیمهعددونو -ون د ګڼ                ٢ ۰ ١۸

 ۵۴٢                          مونوتوني پرلپسې              ١ ۰ ٢ ۰ ١۸

 ۵۴۵                         اریتمیتیکي پرلپسې             ٢ ۰ ٢ ۰ ١۸

 ۵۴۷                              هندسي پرلپسې             ۳ ۰ ٢ ۰ ١۸

 ۵۵۰                                             لړۍ            الف٢ ۰ ١۸

 ۵۵۵                                  هندسي لړى       ١ ۰الف  ٢ ۰ ١۸

 ۵۵۷                              اریتمیتیکي لړۍ       ٢الف  ٢  ۰ ١۸

 ۵۵۸                  ...پولې پرلپسې او لړیو د د                  ٤ ۰ ١۸

 ۵۷۸             د فنکشنونو پولې او ناپریکیدنه                        ١۹

    بنسټیزې کلیمې                  ١ ۰ ١۹

 ۵۸۶د پولو یا حدونو خویونه                                                 

 ۵۹٢د  راشنل، کسري یا نسبتي                                            

 ۵۹۶د مشلثاتي یا درېکوډي کچ توابعو پولې                                

 ۶۰۴ناپرېکیدنې                                                                   

 یدنې څو جملې په پوله ارزښت او ناپریک                ٢ ۰ ١۹

 ۶١۰              د ناپریکیدونکو فنکشنونو خویونه              ۳ ۰ ١۹
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 د بنسټیزو فنکشنونو ناپریکیدنه                 ٤ ۰ ١۹

 ۶١۶د څپرکي ټولګه                                                             

 ۶٢۶                                 دفرنڅیالشمیرنه                        ٢۰

 ۶٢۶د تابع تغیرمنځ ارزښت)منځنی قیمت(                                 

 ۶٢۸په یوه ټکي کې د تابع ګراف ...                                         

 ۶۳۰د لحضوی)سترګورپ( تغیر...                                          

 ۶۳١کمښتوېش ) تقسیم تفاضل؟(                                              

 ۶۳۳دفرنشلوېش یا رابیلیدنه یا مشتق                                         

 ۶۳۶کمښتوېش او مشتق یا رابیلیدنه                                          

 ۶۴۳    فنکشن مشتق             په ځای کې  د  د                           

 ۶۴۷د تانجنت پیژند او خویونه                                                

 ۶۵۰د تانجنت او عمود یا ولاړ ټولیز مساوات                             

 ۶۵۲په بیدیا کې جګوالی                                                       

 الف : د تانجنت یا جګیدنې غوره والی                ١ ۰ ١  .٢۰

  ۶۵۶  قاعدې  قتد فرنڅیال یا رابیلیدنې یا مش                 ٢ ۰ ٢۰

 ۶۶٢د درېګوډیزو یا مثلثاتي .....                                            

      ۶۷۰..            د اکسپوننشل یا په جګ توابعو..                         

 ۶۷۶د مشتق استعمال په طبیعي پوهن کې                                  

 ۶۸۳د ایمپلیڅیت توابعو مشتف                                              
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 ۶۸۶د بنسټیزو رابیلیدنو)مشتقونو(  جدول                                 

 ۶۸۸ټولګه                                                                       

 ۶۹١د یوې تابع د مشتق قابلیت                                              

 ۶۹۸یا په څټ توابعو مشتق           - -د معکوس                        

 ۷۰١                 د بنسټیزو بلواکو رابیلیدنه       ۳.     ٢۰

 ۷١۰د رول قضیه                                                               

                    ۷١١د وایرشتراس قضیه                                                       

 افراطي ارزښتونه او اوړونټکى                 ۰٤. ٢۰

 ۷١٢د دفرنشل منځ ارزښت قضیه                                            

 ۷١۵یوعږیزې توابع                                                            

 ۷٢۰ځای اړوند افراطي ټکي                                                 

 ۷٢۴           یا اوړونټکی             –د انعطاف                          

 ۷۳۳د کوې یا منحني بحث یا خبرې                                        

 ۷۴۶ناټاکلي حدونه یا پولې                                                   

 ۷۵۰د برنولي او د لو پیتال ....                                              

 ۷۵۷                                 بلم ارد غټو ګټو پ               ٥ ۰ ٢۰

 ۷۶۷تمرینونه                                                                    

 ۷۷۸په ټوټه کسرونو ټوټه کونه                                              

 ۷۸۷                                  انتیګرالشمیرنه                    ٢١
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  ۷۸۷پیلراوړنه                                                                 

 ۷۸۹                                   انتیګرالشمیرنه                    ٢١

 ۷۹۰د ریمن)ناټاکلی( انتیګرال                                              

 ۷۹۴بنسټیزه یا لومړنۍ تابع                                                  

 ۷۹۶سطحه او لومړنۍ تابع                                                   

 ۷۹۹ناټاکلی انتیګرال                                                           

 ۸١٢کلي انتیګرال شمیرنه                         د ټا                      

 ۸١۴تکمیلیدونکي بنسټونه                                                    

 ۸١۵د ټاکلي انتیګرال څخه و ټاکلي ...                                    

 ۸١۷          د انتیګرالونې قاعدې                                          

 ۸١۹د اکسپوننشل توابعو انتیګرال                                          

 ۸١۹د لوګاریتمي توابعو انتیګرال                                          

 ۸٢١بدلون قانون                                                               

 ۸٢۷توابع، چې بې د بدلون له لارې...                                   

 ۸۳٢ټوټه انتیګرالونه                                                         

 ۸۳۴د ټوټه انتیګرالونې لار                                                

 ۸۳۸            د ټوټه راشنل کسرونو انتیګرال                         

 ۸۴١ناپای)مبهم( انتیګرال                                                  

 ۸۵٢د ټاکلو انتیګرالونو حل د بدلون له لارې                           
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 ۸۶٢د انتیګرالشمیرنې استعمال                                           

   ۸۸۸                                           ونهمرینت                     

 د ډاکتر ماخان شینواري چاپ شوې لیکنې او ژباړې                     

 د ډاکتر ماخان شینواري چاپ ته چمتو لیکنې او ژباړې                    

 د ژباړي یا لیکونکي  ژوند ته لنډه کتنه                    
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 د سطحې  شننیزه ) تحلیلي(  هندسه  - ١۶  
 

 

برخه كى یوڅود تحلیلي ) شننیزې یا سپړنیزې(  ځمککچپوهنې یا هندسي ټاكلي  په دې

پرابلمونه څیړل كیږي.د تحلیلي هندسي بنسټیزه تګلار به څرګنده ) وښول ( شي، په نامه 

ې  یا تحلیلي څرګندونویى د هندسي جوړښتونه، ددې هندسي شكلونو او ددې په شننیز

  .هندسي خویونو جوړښت ښایي

 

 کرښه  ١.  ١۶

 

د هندسي ټاكندو ټوټو له لارې مختلف امكانات شته دۍ،  چى یوه كرښه یواځنۍ كره تعین 

مساواتو مختلفى بڼى   -په لاس ته راوړنو له امله د كرښبرابرونونو یا   كړاي شو. ددې

ټاكل كیدي شي . )  ټكى  د هغه د لور) سمت(   له لارې شته  دۍ. یوه كرښه د یوه ټكي او

 . ) او د ټكى  میلان معلوم دۍ

دا ټكي وي.  P1(x1 , y1 (دلته دې
2


      دې د جګیدو كونج،وي، چى د كرښى

 ۰ل ( ټكى دىپه كرښه یو اووښتونى )واریابP(x,y  (او(    ١.  ١۶ټاكي )څ  لور
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 د سطحې  شننیزه ) تحلیلي(  هندسه  - ١۶                          ۴۶۷       

-----------------------------------------------------------------------------------  

tan  میلان  نو د كرښى د m   1    لري: لپاره باور

1

y y
m

x x





 

 )پورته څېره دې وکتل شي) لاددې څېره هم په همدې موخه کښل شوې ده((

 

 
  :لاس ته راځي له دې څخه لاندې

 

1 1( );......................(16,1)y y m x x   

 

 پورته د كرښى ټكى لوربرابرون

 

 سره، نو له x1= 0, y1 = b وټاكل شي د كواوردیناتو P1په محور y كه د ) ١ . ١۶ 

 ()ډول په همدېy - b = m (x - 0  (  : سملاسي  په لاس راځي)

 

y = mx + b       ( 16 . 2 )  

 

 كیږي دا پورته  برابرون  د كرښمساواتونورمال فورم  )بڼه( بلل

 

  .یوه كرښه   د  دوه ټكو  له لارې   ټاكل شوې 
 

 ١۶سره ، ) څیره  ش  x1|=x2 وي، د P2 (x2 , y2  (او x1 , y1 )P1  (دا دوه ټكي دې

 .٢ tanد جګیدونكى یا تنجنت   ) m  لپاره داسى دي:  

             m = (y - y1 ) /(x -x1)  
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        ۴۶۸                د سطحې  شننیزه ) تحلیلي(  هندسه  - ١۶                                 

-----------------------------------------------------------------------------------  
 او

 m = ( y2-y1)/(x1-x2) = (y2-y1)/(x2-x1)   

 

 له كومو چى لاس ته راځي

1 2 1

1 1

;...................(16,3)
y y y y

m
x x x x

 
 

 
  

 پورته د كرښى دوه ټكیزبرابرون  

 

 څیره ده

 
 

سره وټاكو او   x1 = a |= 0 , y1 = 0 ټكى ، د كواوردینات P1 د محور باندې - x كه د

  x1= 0, y2 = b|= 0 محور باندې د كواوردینات -yدP2 ټكى

  :لاس ته راځي) ۳ . ١۶ (سره وټاكو،  نو له

 (y - 0 ) / ( x - a) = ( b - 0)/ (0 - a   ) 

 لاس ته راځي: او له دې دا لاندې

 

x y
x/a+y/b = + = 1                  ( 16,4) 

a b
 

  پورته د كرښو د غوڅي برابرون 
 

فورم (یا كى لاینیز دي.د مساوات عمومي  y او x څلور پورتنى  كرښمساوات ټول  په 

 : ټولیزه بڼه ) داسى دۍ

  Ax + By + C = 0          (16 . 5 )  

 د كرښبرابرونونو     ټولیزه بڼه)  عمومي فورم(
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 د سطحې  شننیزه ) تحلیلي(  هندسه  - ١۶                       ۴۶۹          

-----------------------------------------------------------------------------------  

  دا فورم په ځانګړې توګه دا  برابرون  هم خوندي لري یا په بر كى نیسي

               y = y0 ( A = 0 ,B|=0)   

محور  ته  غبرګي كرښي  - y ډول د محور اوپه همدې - x چى دx=x0(A|=0,B=0  (او

 لا نه ده څیړل شوې دي، په داسى حال   كى چى تراوسه دومه    

 

 :  ١.  ١۶بیلګه 

  

ټكي  تیریږي او د جګوالي  )P- 3 , 2  (د كرښى برابرون  یا لاینیز برابرون،  چى له

30كونج      یى  د
1

tan 3
3

m   ( ١.  ١۶له امله،  د   ) سره سم داسى لیكل

كیږي 
1

3 3( 2)
3

y x   

 

 ډول دۍ او نورمال فورم یي په لاندې

1 2
3 (3 3)

3 3
y x   

             

 :  ٢.  ١۶بیلګه 

 
 كى د P2( 1 , -4 (او 3/2 ,-2) P1  (د لاینیزبرابرون یا دكرښوبرابرون  په ټكو) ۳ . ١۶ 

 ډول دي: سره سم  په لاندې )

2 2

3 3
1

2 2

y y

x

  


 
 

 :لاس ته راځي له دې
2 3

2 ( )
1 2

2

y x


  


  

 

 ناسم، په ځای یې شپږ دي( اته)  لرو  y=4x-8 نو نورمال فورم
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 :   ۳.  ١۶بیلګه 

        ۴۷۰                د سطحې  شننیزه ) تحلیلي(  هندسه  - ١۶                                 

-----------------------------------------------------------------------------------  
ټكي كى غوڅوي او  P1(0,1 ( محور په - y برابرون   سره  د y =-(3/2)x+1 كرښه د

ارزښت  -y ارزښت تغیریدل په  یو د  - x دۍ ، دا په دې مانا چى د   -  3/2جګوالى یى 

 ډول دوم د كرښي ټكى لاس ته راځي. د بیلګى په توګه تغیروي، په دې  -  3/2په 

p2 (0+1 , 1-(3/ 2)=p2(1,-1/2) 

 

 )لاندې کښل شوې  ۴.  ١۶)څیره   

 

 :   ۴.  ١۶بیلګه 

 

 څخه دغوڅیدو فورم لاس ته راځي x-2y-6 = 0 د كرښى د برابرونونو  عمومي فورم

   x / 6 + y / 3 = 1  

 ۰کې غوڅويP1(6 , 0), P2(o,-3  (ټكو كرښه دكواوردینات محورونه په دې

 P1P2ترمنځ فاصله ) كه د كرښي واټنP1(xx,y1),P2(x2,y2 (وپه یوه كرښه د دوه ټك

= d    . داسى ده(  ۵.  ١۶وي د پیتاګوراس) فیساغورس( له جملى )  څیره 

 

2 1 2 1( )² ( )²;..........................(16,6)d x x y y    

 

 ترمنځ واټن  P2 او P1 پورته د ټكو

 

  ۵ -او  ۴.  ١۶څیرې 
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 (  هندسهد سطحې  شننیزه ) تحلیلي  - ١۶                         ۴۷١        

-----------------------------------------------------------------------------------  
 :  ۵.  ١۶بیلګه 

-)A(3,1),B ( دي د اړخونواوږدوالى، چى كونجټكي یى دا  ABC د درېګوډي

1,1),C(2,5ډول دۍ ، په لاندې 

(2 1)² (5 1)² 25 5

(2 3)² (5 1)² 37 6,08

( 1 3)² (1 1)² 20 4,47

a BC

b AC

c AB

      

      

       

 

 

دوه كرښي ) نه كټمټى ( چى ) یو د بلى سره( غبرګي نه وي ټیك یو غوڅټكى لري. دا چى 

دا ټكى په دواړو كواور دیناتو پروت دى ، نو د دواړو كواوردیناتو برابرون  باید پوره 

حالت كي  د غوڅټكي كواوردیناتو، د دوه لاینیزو برابرونونو سره چى دوه   كړي . په دې

 نې یا اوښتو

 

   .ناپیژندونكى ) مجهولى ( ولري،  د یوه سیستم یواځنى كره  اوبیونه  ترې  لاس ته راځي

په ټولیزه توګه دا باور لري:  كه یو برابرونسیستم چى د دوه كرښو د برابرونونو  څخه 

ټكي كى سره پرې  جوړ وي، او یو یواځنى ټاكلى حل لري، نو دواړه كرښي یو بل په دې

  .كوي 
حالت كى برابرون  همغه یوه كرښه ښایي،  ناپاى ډیرې اوبیونې   شته  وي، نو په دې كه

 ) ٢.  ١.  ١١كه كوم  اوبى   ونه لري، نو كرښي یوبل سره غبرګي ځغلي  ) پرتله   

 

 :   ۶.  ١۶بیلګه 

 

 كرښى پروتځاي ) موقعیت( د لاندې كرښو  g1 : y = 3x-2 د

   ,g2: -2x+y = 1  ) الف

   , ,g3: 3x -y=5  )ب

  g4 : -x+(1/3)y=-2/3   )پ

 سره څیړو 

     3x-y=2برابرونونو  څیره داسى بدلیږي :      g1 اوبیونه     : د

 3x-y=2الف (    د برابرونونو  سیستم     ، -2x+y=1  

  x1=3 , y1=7  :اوبىونه   لري ټیك یوه  

 .غوڅټكى دۍ g2 او  g1 د كرښو  S(3 , 7 ( ددې څخه څرګندیږي چى ټكى 
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       ۴۷٢                 د سطحې  شننیزه ) تحلیلي(  هندسه  - ١۶                                 

-----------------------------------------------------------------------------------  
 ب (  د برابرونونو سیستم

  3x - y = 2 

              3 x - y = 1  

كرښى یو د بل سره  g2 او g1 اوبی نه لري :  برابرونونه   یو بل ردوي یه نه زغمي .  د

 غبرګي دي  
 3x-y=2پ ( د برابرونونو سیستم    

                                -x+(1/3)y=-2/3  

 

ه دي. ناپاى ډیر ې اوبیونې یا حلونه لري.  برابرونونه  یو بل سره برابر  یا یو بل ته ورت

 .شي یو همغه پورته برابرون  ترې  لاس ته راځيضرب     ۳كه    په   

g1    اوg2 ۰دي  دوه        کټ مټ برابرونونه 

 كه د دوه كرښو

 g 1 :    y = m1x + b1              g2  :   y = m2x  + b2 

1جګید كونجونو ټاكو، نو د دواړو كرښو غوڅكونج  2   كمون )کمښت یا

 ( ۶.  ١۶توپیر(جوړوو )څ 

 

 
 ۶.  ١۶څېره  

1د كرښى له برابرونونو  پوهیږو 1 2 2tan tanm m    

   

2څخه د(   ۵.  ۶د زیاتون تیورم ) بنسټیزه جمله( ) برخه  1tan( )    لپاره ) پر تله

 هباوري د(    ۵.  ۴برخه  

2 1 2 1 1 2tan tan( ) (tan tan ) /(1 tan .tan )          
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 د سطحې  شننیزه ) تحلیلي(  هندسه  - ١۶            ۴۷۳                 

-----------------------------------------------------------------------------------  

1د كوم څخه چى د 1 2 2tan tanm m    لاس ته راځي سره دا لاندې:  

2 1

1 2

tan ;.........................(16,7)
1 .

m m

m m






 

 دیږ  پورته د دوه كرښو غوڅكونج

 

0اړه لري چى ایا پورې  دا په دې 0        كونج پڅ او  ۶.  ١۶د پورته  څېرې

 كه تیره دۍ.

 

 :  ۷.  ١۶بیلګه 

 

څخه (  ۷،  ١۶ج     لپاره له ) غوڅكون   g2:y=(7/4)x+1او g1:y=x-1د دوه كرښو

 :لاس ته راځي

7
1

34tan ; 15,255
7 11

1 1.
4

 


   


 

180ډول دۍ :    ترمنځ  پڅكونج په دې  g2او  g1د 164,745   

    

  :د دوه كرښو یو بل ته ځانګړي حالتونه  

 كرښى یوبل سره غبرګى ځغلي. نو لرو:    – ١

                         1 2

1 2

180 0

tan 0
1 .

m m

m m

 



   


 


 

  m2 = m1 لپاره باور لري، نو m2 - m1 = 0 ګورو چى د

)دلته باور لري :  
2

1 2 1. 1m m m  ) 

 كرښى یو په بل )نیغى( ولاړې دي،  نو  لرو - ٢

90 tan ( ) /(1 . )m m m m       

        

 لپاره منځ ته راځي، m1.m2 = 0+1دا حالت د   
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        ۴۷۴                د سطحې  شننیزه ) تحلیلي(  هندسه  - ١۶                                 

-----------------------------------------------------------------------------------  
 m1|=0,m2|= 0)لپاره ) m2= -1/m1 یعنى د

 

 ه دهنیغه  ولاړ x=x0(m2=oe) باندې كرښه y=y0 (m1=0 (په كرښه

 

  د غبرګوالى لپاره شرطونه

            m2 = m1             (16, 8)  

 

 :لپاره شرطونه یو په بل ولاړوالي(   Orthogonalität(د اورتوګونالیټى

  m2 = -1 / m1       (16 . 9) 

 

تیریږي، او   P (2,-1 (برابرون  دې وټاكل شي چى له  ټكي g2 دكرښى:  ۸.  ١۶بیلګه 

 سره  الف )  غبرګه  او  ب) اورتوګونال )نیغه( ځغلي   g1 : y = -2x +1 له كرښى

  اوبىونه:

 ته دكرښي(  ١.  ١۶دۍ. پام )  m2 = m1 = -2)كرښى میلان ) جګوالى g2  الف (   د

g2 برابرون   لپاره باور لري:  ) y+1=-2(x-2  همداسى  y = -2x +3  

  g2  سم  د سره(    ١.  ١۶د)   m2=-1/m1=1/2  كرښي میلان یاجګیدنه  ده g2 ب (  د

 y+1=(1/2)(x-2) <=> y=(1/2)x-2  :كرښي  برابرون  دى  

 

 :  ۹.  ١۶بیلګه 

 

ټكى تیریږي او په كرښه چى له  P1(1/3,-1/6  (د كرښى برابرون    ټاكل كیږي چي د

   .تیریږي، ولاړه وي    P3(-2,-1 ( او      1,1-)P2 (ټكو 

ته په پام  لاندې برابرون  (  ۳.  ١۶ټكو تیریږي، و )    P2 ,P3  ځواب : كرښه چي له

 لري                        )y-1)/(x+1)=(-1-1)/(-2+1( = 2 <=> y = 2x +3  

 

 كرښى د )عمودي(  ولاړې كرښى میلان یا جګوالى  داسى دۍ: په دې

2

1

1 1

2
m

m
         

 

 له مخى  دي:(  ١.  ١۶ (میلان سره د 2m څخه تیریدونكى كرښي برابرون  د 1pد
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 د سطحې  شننیزه ) تحلیلي(  هندسه  - ١۶                      ۴۷۵           

-----------------------------------------------------------------------------------  
 y+(1/6)=-(1/2)(x-173) <=>  y=-(1/2)x 

 

 :  ١۰.  ١۶بیلګه 

 

څومره P(6,13 (واټن  له ټكي S كرښو د غوڅټكي g2: 3x+2y=5 او g1:2x-y-1=0د

 P او S له سرچینى تیریږي او د  دۍ او د كرښي  برابرون  څنګه دۍ چي د كواوردینات

 ه وي؟څخه  تیریدونكى كرښه باندې ولاړه كرښ 
 ځواب : د غوڅټكي كواوردینات د لاندې  برابرونونو سیستم څخه لاس ته راځي

  2x-y=1 

 3x+2y=5  

 xS=1 , yS=1                                 : یعنى  

 څخه لاس ته راځي(   ۶.  ١۶ټكو ترمنځ واټن  له )  P او S  د

(1 6) (1 13)² 13d      

    

 تیریږي ديP او S له مخى د كرښي  برابرونونه چى له(   ۳.  ١۶د ) 

 (y-1)/(x-1)=(13-1)/(6-1)<=>y=(12/5)x-7/5 

 (m = 12 / 5 ) : جګوالى(  

 ټكو تیریدونكى كرښه باندې د ولاړې كرښي میلان   P او S له

  m2 = -1/m = -5/12 

له مخى لاندې (  ١.  ١۶سره د ) میلان    m2 څخه تیریدونكى كرښه دP0 (0,0 ( د 

 برابرون  لري

 y-0=-(5/12)(x-0)<=> y=-(5/12)x    

 

 )داېره(   ګردۍ    ٢ . ١۶ 
 

، داسې په  ځاى په ځاي ټګي کره ، چى د یوه هد ۍ)سټ(د ټولو هغو ټكو ډیر ۍ(ګردداېره)

 .نخښه كوو یى په r، همغه واټن ولرى. واټن ته یى وړانګه وایو او پهڅخه  منځټكى  نامه 

د سطحې  د    k( ګردۍداېره ) فورمال داسې  ویل کیږي یا دا پیژند ورکوو، چې 

ده،د کومو لپاره چې باور لري:      )سټ(د ټولو ټکو ډیرۍ   E (هوارې)
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       ۴۷۶                 د سطحې  شننیزه ) تحلیلي(  هندسه  - ١۶                                 

-----------------------------------------------------------------------------------  

 

 

 

 

  rاو وړانګې     په شننیزه هندسه کې کیدی شي، چې ګردۍ د منځټکي 

 سره )په هواره ګې( د لاندې برابرون  له مخې   انځور شي.

 

 
 

 پورته د ګردۍ ټولیز برابرون

 

 دا برابرون د پېژند او پیتاګوراس له جملې سملاسي ورکوي

د یوې ګردۍ ځانګړي حالت او د کواوردیناتسسیستم سره، چې  منځټکی یې د کواوردینات 

 پروت وي  لاس ته راځي په سرچینه
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 د سطحې  شننیزه ) تحلیلي(  هندسه  - ١۶                         ۴۷۷        

-----------------------------------------------------------------------------------  
په سرچینه پروت وي، نو د (   ۷.  ١۶كه د ګردۍ منځ ټكى د كواوردیناتسیستم  )    څیره 

 لپاره باور لري P(x,y ( پیوتاګوراس د جملى له مخى ) د ګردي په خوښه ټكي )

 

     ( 16 . 10 )      

 

 .ده r او وړانګهM(0,0 ( د ګردۍ  منځټكي برابرون چى د ګردي منځټكى

 

د    د ګردۍ ( نو ۸.  ١۶ولري  )څیره  (xM,yM) كواوردینات  M كه د ګردي منځټكى

 ر لريلپاره باو P(x) خوښى ټكي

 

  (16,11)         

 

M برابرون  وي  د منځټګي كه د ګردي د منځټكي MM(x ,y  سره  rاو وړانګي (

 

بى  (فاكتور ځلوو  A|=0 (  کې د بینوم مربع وې شمیرو او برابرون  په١١.  ١۶) كه په  

چى د ګردي برابرون  تغیر ومومي( ، پس پیژندل كیږي چى د ګردیبرابرون  د   له دې

او ثابت غړي   y او x لاینیز برابرون په  A كى په فاكتور y او x څلورۍ یا مربع غړي په

    .یوځاي شوي  ( لاس ته راوړو )  چى یوه غړي په څیري سره 

 

 نو  دا لاندې ټولیز)عمومي( جوړښت لري

 

Ax² + Ay²+Cx+Dy+E = 0 . A |= 0    (16 . 12 )  

 

 ۰ټولیز فورم یا ټولیزه بڼه   )مساواتو(برابرونونو د ګردي 

كه د ګردي برابرون په  ټولیزه بڼه یا عمومي فورم وركړشوي او  كه منځټكى او وړانګه 

راوړو  یا را  څرګنده کوو یا معلوموو  نو د ګردي برابرون   د منځټكي فورم باندېیى  

. دوه څیرې      اړوو. دا د څلورۍ پوره کولو یا مربع تكمیلولو په بنسټ صورت نیسي

 پورته وګورۍ    
 

 :  ١١.  ١۶بیلګه 

 :یا عمومي توګه  وي  -د ګردۍ برابرون دې    په ټولیزه 
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        ۴۷۸                د سطحې  شننیزه ) تحلیلي(  هندسه  - ١۶                                 

-----------------------------------------------------------------------------------  

                 2x²+2y² +4x-12y = 0  

  له دې لاس ته راځي، که په دوه وویشل شي         x²+y²+4x-6y-3=0  

 

 x²-4x+4+y²-6y  +9 = 3+4+9  ))د  څلورۍ پوره کونه یا مربع تكمیلونه 

 

  ² +(y-3)² = 16(x+2)انځورونه دبینوم د مربع له لارې 

 .لري r=4  او وړانګه M(-2,3 (ګردۍ  منځټكى

 

 :  ١٢.  ١۶بیلګه 

 ( ټكى   كوم چى    وي او  په   M(2;0 ( د ګردۍ برابرون  ولیكى چى منځټكى یى

P(6,4-3 روت دى؟  
 داسى دۍ(  ١١.  ١۶سره  )   M(2,0 ( اوبیونه    :   د

                  (x-2)² + y²  = r²  

  ټكى د ګردۍ برابرون  پوره كوي P د             ²( 3 - 4)+ ²(6-2) = r²  

ره د او له دې س  r = 8  :له دې څخه د ګردۍ  وړانګه  په  لاندې ډول لاس ته راځي

 كردۍ برابرون:

                (x-2)² + y² = 64  

 مختلف ځایونه لرودى شي او كرښه  یو بل ته درې ګردۍ

 نو له دې امله  غوڅى ده) سیكانتې( كرښه ګردى غوڅوي،  - ١ 

 )كرښه ګردۍ په یوه ټكي كى لمسوي یعنى مماس دى ) تانجنت یا جګوالى – ٢ 

 )رته ده ) له ګردۍ  تیریدونكى، لنډ : تیرىدونېكرښه ټوله له ګردۍ دباندې پ - ۳

 كواوردینات  باید د ګردۍ اوكرښى برابرون  پوره كړي ) د تقاطع ټکي(د غوڅټكي

اوبۍ  حل یا  پسى   x یا y  (سړى د كرښي برابرون  د ګردۍ  په برابرونونو  كى ږدي

كى لاس ته y او x په )څلورۍ برابرون(  شوي( او    په روښانه ډول یو مربع مساوات

دوه ریل  اوبیونې یا ځوابونه   (  ٢.  ١٢راوړي، كوم  چى په څرګند   ډول ) پرتله برخه 

،  ١یا هىڅ  رییل اوبى  كیدى شي ولري، كوم چى له حالتونو  لري، یو رییل ډبل اوبى  او

  .څخه عبارت دي ۳،   ٢   

 

 : ١۳.  ١۶بیلګه 

 او  ² + ( y-3)² = 5(x-2) :چى راكړشوى kكوم پروت ځایونه ګردى 

 كرښى و یو بل ته لري؟ لاندې
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 د سطحې  شننیزه ) تحلیلي(  هندسه  - ١۶                        ۴۷۹         

-----------------------------------------------------------------------------------  

 g1 : 2x+y=4 ,g2=2x+y=12 , g3: -x+y/2=3   

 

 كه د ګردۍبرابرون كى ځاي كړو  نو  دا برابرون     لاس ته راځيg1: y=-2x+4اوبى: 

 (x-2)²+(-2x+4 -3)²=5 <=> 5x-8x=0   

د ګردي  غوڅوونى  یا    g1 سره به x=8/5 , y=4/5 او  x=0 , y=4  ځوابونو ددې

(Sekant وي ) سكانت.  

 لاس ته راځي كى ځاي كړو نو لاندې د ګردي مساواتو g2: y=-2x+12 كه

 (x-2)²+(-2x+12-3)²=5 <=> x²-8x+16=0  

 .یو تانجنت دۍ  g2 سره  x1,2   = 4  , y1,2 =  4   د ډبل اوبونې 

 د ګردۍ مساوات كى ځاي كړو،  نو لاندې لاس ته راځي:  g3 : y=2x+6 كه

  (x-2)²+(2x+6-3)²<=> 5x²+x+8=0  

 k له ګردۍ g3  عمساوات ځواب نه لري، نو له دې امله كرښهدا څلورۍ برابرون  یا مرب

  .ده، یعنى دباندنى یا دباندونى ده  دباندې پرته

 
د  P0(x0,y0 (باندې د تنجنت برابرون  په ټكى) ۹.  ١۶)څىره  (x²+y² = r² په ګردي

دۍ  سره غوښتل كیږي.  تنجنت د مماس په وړانګه نیغ ولاړ x0²+y0² = r² >0 مساوات

0 مماسوړانګه  دا میلان یا جګوالى  لريد 

0

tan
y

x
  او 

  تنجنت  له مخى د(  ۹.  ١۶امله د )  له دې   

0 01/ tan / ;...........(16,13)m x y   

                              

 سره سم لاس ته راځي:  ) ١.  ١۶د تنجنت یا جګي برابرون  د ) 
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       ۴۸۰                 د سطحې  شننیزه ) تحلیلي(  هندسه  - ١۶                                 

-----------------------------------------------------------------------------------  

 y-y=-(x0/y0)(x-x0) <=> xx0+yy0=x0²+y0²=r²  

 

0 0xx +yy  = r²                      ( 16 . 14 ) 

  

0 د ګردۍ  تنجنت باربرون  په ټكي 0 0 P (x ,y  په ګردي  (

 x²+y² = r² 

 

 كى ځاي )  دننه (   دي.(  ١۴.  ١۶په  )  0,±r)P0 (او)r,0+P0 ()حالتونه

  (١۰.  ١۶) څېره .  

 

 
 

0او xM,yMیا        x0,y0یادونه : که له دې  مخ ته یا وروسته    0,x y یا,M Mx y    ګورو

 نو کټمټ دي

 

 : ١۴.  ١۶بیلګه 

 

 په څه ډول دي؟ x²+y²=r² په ګردي P1(-12,4  (د دوه تنجنتو برابرون  له  ټكي 
اوبیونه  : لمړى د دواړو تنجنتو د مماس ټكى پیداكوو. دا باید دګردۍ برابرون  پوره كړي 

باید پوره كړي. (  ١۴.  ١۶تنجنت برابرون  )  باید په تنجنت پروت وي یعنى د P1 .  ټكى

 نو  باور لري

 x0²+y0² = 16     12-اوx0 + 4y0 = 16 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 د سطحې  شننیزه ) تحلیلي(  هندسه  - ١۶                        ۴۸١         

-----------------------------------------------------------------------------------  
كي یو  څلورۍ برابرون  یا مربع  x0 په لور حل شي ، نو په y0 كه دا لاینیزبرابرون د

 مساوات لاس ته راځي

 x0²+(3x0+4)² = 16    

اړه  سره. داهم په دې پورې x01=0 , x02=-12/5د اوبیونو 5x0²+12x0=0همداسي 

 لري

 y01=4 , y02=-16/5    

له (   ١۴.  ١۶د )  P02(-12/5,16/5 (او0,4)P01 (ردې، په ټكود تنجنت مساوات په ګ

 مخى په لاندې ډول دي

  0.x+4y=16 <=> y=4 

 او

   (-12/5)x-(16/5)y=16 <=> y=(-3/4)x-5.   

,سره د     M(xM,yM)  د منځټكي(  ١١.  ١۶د ګردۍ مساوات )    - كواوردینات

لاندې فورم (  ١۰.  ١۶كى پرته ده() ؟ څیره ش .  M  یي په سیستم كى ، چى سرچینه

 لري ۰  
² ² ²r   

 

0د تنجنت مساوات په ټكي 0 0( , )P  كى داسى دي 

0 0 ²;....................................(16,15)r   

 

  ,د        -كواوردیناتسیستم دy,x  - غبرګ كښوول ) راكښل( دي،  كواوردیناتسیستم یو

 ۰او د دواړو كواوردیناتسیستم كى لاندې اړیكى پرتى دي 

, ;............................(16,16)M Mx x y y     

   

كى ځاي په ځاي شي، نو سړى  )١۵. ١۶د تنجنت مساواتو) (   ١۶.  ١۶كه برابرون  ) 

  : )كواوردینات سیستم ته ترانفورمیركوي) كشوي یا راكاږي-y,x بیا دا      د

 

x-xM)(x0-xM)+(y-yM)(y0 -yM)=r²     (16.17) ) 

 كى  د ګردۍ  تنجنت  برابرو   په ګردۍPo(x0,y0 ( په ټكي

                               (x-xM)²+(y-yM)²=r² 

 

 : ١۵.  ١۶بیلګه 
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        ۴۸٢                د سطحې  شننیزه ) تحلیلي(  هندسه  - ١۶                                 

-----------------------------------------------------------------------------------  
 محور   باندې،  په ټكو -x لري، د x²+y²+16x+4y+43 = 0 په ګردۍ  چى برابرن 

  x1 = x2 =-5  

 سره تنجنت وكا ږو) كیږدو(. برابرون  یى څنګه دي؟ 
  :باندې بدلیږي(  ١١. ١۶منځټكي فورم ) اوبیونه   : د ګردۍ برابرون   د 

 x² +16x+64+y²-4y+4 = -43+64+4 

 (x+8)² +(y-2)² = 25  

 لاس ته راځي او له دې

      xM = -8 , yM = 2 , r = 5   

 د ګردۍ  د دواړو ټكو ارزښتونه

 x1 = x2 = -5  

 ګردیبرابرون  كى ځایوو: د دواړو ګردۍ ټكو په

 (-5+8)²+(y-2)²=25  

   

لپاره  څلورۍبرابرون یا مربع مساواتو د دواړو اوردیناتو y ه دې  داسى لاس ته راغلي دل

 y1 = 6 , y2 = -2 :  مماس ټكي لاس ته راځي 

 سره سم د تنجنت مساوات لاس ته راځي(  ١۷.  ١۶د ) 

  (x+8)(-5+8)+(y-2)(6-2)=25 <=> 3x+4y=9 

  او 

(x+8)(-5+8)+(y-2)(-2-2)=25  <=> 3x-4y=-7 

 

  Die Ellipse ایلیپسى بیضوي) هګۍ( یا   ۳ . ١۶ 
 

ډیرۍ  ده، د كومو واټن چى له دوه  ټینګ په ځایټكو،  P بیضوي یا ایلیپسى د ټولو هغو ټكو

څخه ثابت وي. دا سوزونټكى د   F2 او  F1 داسى په نامه د ایلیپسى د سوزونټكویا محراق

محور باندې ځایوو یا ږدو او  -x  دمحور سره سیومتریك  -y  سره سم د ١١.  ١۶څیرې 

 :د ثابت واټنزیاتون لیكو

  2 = 2a            ( 16. 18 ) PF1 + PF  
 

  :د سوزونټكو واټن دې وي

 1F2 = 2e; F              
 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

  

                        د سطحې  شننیزه ) تحلیلي(  هندسه  - ١۶                      ۴۸۳           

-----------------------------------------------------------------------------------  

 
  ١١.  ١۶څېره                       

 

 دا یوناني كلیمه ده چى په الیپسى هوپربول  Exzentrizität لایني اكسڅىنتریڅیتي) e دا 

 .ټاكل شوې( بلل كیږي  او پارابول كى د همدغه تعریف لپاره 

  :پیتاګوراس له جملى لاس ته راځيد 

 

1 ( )² ²PF e x y   

                                             

 او

2 ( )² ²PF e x y                                                                             

    

 ) ١۸.  ١۶او له دې سره له  ) 

( )² ² 2 ( )² ²e x y a e x y      

² 2 ² ² 4 ² 4 . ( )² ² ² 2 ² ²e ex x y a a e x y e ex x y           

 ) څلورۍ یا مربع ته جګیږي(

 ²) ریښه رابیلیږي            ( )² ²ex a a e x y       

 

 ( ) څلورۍ یا مربع کوو 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 
   

        ۴۸۴                د سطحې  شننیزه ) تحلیلي(  هندسه  - ١۶                                 

-----------------------------------------------------------------------------------  

 
4² ² 2 ² ²( ² 2 ² ²)e x exa a a e ex x y         

)ترتیب اوړون          ² ²) ² ² ² ²( ² ²)a e x a y a a e    

 په ځاي كوو

 a²-e² = b²           (16.19)  

 او لاس ته راوړو

       b²x²+a²y² = a²b²         <=>  

  
(x²/a² ) + y² / b² ) = 1        (16,20)     

 

 سره د ایلیپسى منځټكي مساواتM(0,0 ( د منځټكي

 ( ١١، ١۶ایلیپسى )څیره  .y=±b لپاره دۍ x=0 ، د x=±aلپاره دۍ y=0 د

 محور په     ټكو -y او   د        A1(-a,0), A2(a,0محور په ټكو  ) - xد   

) B1(0.-b), B2(0,b كوي،   كى پرېaاو b دواړو نیمحورونو اوږدوالى دىد 

 

 لكه د الیپسى د هرټكي لپاره،  همداسى د

B    ( ١۸،  ١۶لپاره هم اړیكى  ) باور

                                          :لري

 = 2a  F2B2+  F1B2              

امله له   له  F2B2=  F1B2  د

 لاس ته راځي  دې= a  F2B2     

 ( ١٢، ١۶څیره 

 
 

( هندسي  ارزښت  ١۹،  ١۶د اړیكو )   كى  MF2B2  دریګوډي  سره په له دې

   .كیږي  پیژندل

ولري او د ایلیپسى محورونه د كواوردیناتو سره  Mx ; My كواوردینات M كه منځټكى

 لپاره باور لري:P(x,y (غبرګ وځغلي، نو د ایلیپسى د یوه خوښې  ټكي

  (x-xM)²/a²+(y-yM)²/b²=1         (16 , 2 1)  

)د ایلیپسى د منځټكي مساوات د منځټكي , )M MM x y سره 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

  

                        د سطحې  شننیزه ) تحلیلي(  هندسه  - ١۶                        ۴۸۵         

-----------------------------------------------------------------------------------  
 .د پورته فرمول ځلولو وروسته د ایلیپسى ټولیز)عمومي(  جوړښت پیژندل كیږي

 

Ax²+By²+Cx+Dy+E=0           ( 16 , 22 )  

 فورم -د ایلپسى مساواتو ټولیزه بڼه یا  
  

ځله وونى    یا  y² او  x²  د(  ١٢.  ١۶د ګردې برابرون سره په توپیر) پرتله یا مقایسه 

 (  A.B >0  (توپیر لري، مګر همغه  مخنخښه لري ضریبونه  یو له بل

 

 :  ١۶.  ١۶بیلګه 

 

 د د ایلیپسى منځټكى، نیممحور، او سوزونټكي لټول كیږي، كه دا برابرن

9x² + 25y² -54x +100y -719 = 0  

  .مو مخ ته پروت وي

  
  :يباندې اړول كیږ(  ١٢.  ١۶اوبىونه : د ایلپسي برابرون د منځټكي بڼه یا فورم ) 

 9(x²-6x)+25(y²+4y) = 719 

    

 څلورۍ پوره کونه یا مربعتكمیلونه 

 9(x²-6x+9)+25(y²+4y+4) = 719+9.9+25.4 

9(x-3)² +25(y+2)² = 900 

 ( ویش   ۹۰۰) په  

  (x-3)² / 100 + (y+2)² / 36 = 1  

 د لاس ته راوړلو مساواتو څخه منځټكىكواوردینات

 xM = 3 , yM= -2  

 لوستل كیږي. b²=36 ,b=6 او a²=100 , a=10 او د نیممحور لپارهلوستلكیږي  

    : سره سم لاس ته راځي (  ١۹.  ١۶ (د 

² ² 100 36 64 8e a b      

 

 ) ١١،  ١۶او له دې سره منځټكي ) پرتله  څیره  

1 1 2 2( , ) ( 5, 2), ( , ) (11, 2)M M M MF x e y F F x e y F       

(c) ketabton.com: The Digital Library



 
   

          ۴۸۶              ندسهد سطحې  شننیزه ) تحلیلي(  ه  - ١۶                                 

-----------------------------------------------------------------------------------  
 :  ١۷.  ١۶بیلګه 

 

 اوP1(-3,3 (سره لټول كیږي، په كوم چى ټكي 1,3-)M) د ایلپسي برابرون   د منځټكي

2

3
(0,3 3)

2
P   پراته وي.  

 سره د ایلپسي برارون داسى     M(-1,3 (سره سم د مڼځټكي)  ٢١،  ١۶اوبىونه  : د ( 

 دي

 (x-1)² / a²  + ( y-3)² /b² = 1  

  :برابرون پوره كړي باید د ایلیپسي P2 او  P1 ټیكي

3
(3 3 3)²

(3 3)²( 3 1)² (0 1)² 21, 1
² ² ² ²a b a b

 
  

    

 

  ) > = < (داسىهم     a² + 0 = 1/4 د دې برابرونونو  له لومړۍ   څخه لاس ته راځي 

 a = 2 سره د دویم برابرون  څخه او له دې     > = <همداسى 

3
( 3)²

(0 1)² 2 1
4 ²

9
.3

4 3/ 4 3
²

b

b
b




  

  

 

 

 د ایلیپسى لټونكى برابون داسى دۍ:                                                         

(x+1)²/4 +(y-3)²/9=1   

 

 :  ١۸.  ١۶بیلګه 

  

 د كرښو

   y = x + 2  ) الف 

   y = x - 2  ) او ب

  .سره لټول كیږي  9x²+y²+54x+72=0 غوڅټكي د ایلپسى

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

  

                        د سطحې  شننیزه ) تحلیلي(  هندسه  - ١۶                         ۴۸۷        

-----------------------------------------------------------------------------------  

  د ایلپسى برابرنونو كى خوندي شي، نو لاس ته راځي y=x+2   ) بیونه : كه  الفاو    

              9x²+(x+2)² +54x+72=0  <=> 10x²+58x+76 = 0   

  :یامربع  برابرونونو اوبى   -د څلورۍ 

 x1 = -2 , x2 = -3,8   

 ړ محور پورې اوردینات یا ولا د غؤڅټكي ابسځیز یا پروتمحور  دۍ. په دې 

 y1 = 0 , y2 = -1,8   

  .اړه لري

  رامدځ ته شوې څلورۍ)مربع( برابرونy ب  (  د

9X²+(x-2)²+54x+72  10x²+50x+76=0  

 د ایلیپسې  څخه دباندې پرته ده     y = x-2رییل اوبیونه نه لري. کرښه  

 

     Die Hyperbel هوپربول :١۶ . ۴ 

 
 پېژند:

و هغو ټكو ډیرۍ  ده، د كومو لپاره چى د كمون یا کمښت   هوپربول  یا هیوپربل د ټول

 ،دا په نامه د هوپربول سوزونټكو   F2اوF1 مطلقه ارزښت واټن، د دوه كره په ځاي ټكو

 

یامحراقونو، څخه ثابت وي. دا سوزونټكي ، لكه په ایلیپسى كى دلته هم موږ كره ټاكو 

 .(  ١۳.  ١۶)څیره 

 (  ١۳.  ١۶او )ځیره  |2a |PF2-PF1 =|تد ثابت واټنكمون یا  واټنکمښ

 د سوزونټكوواټن= 2e (  F1F2   ( ١۳.  ١۶)څیره 

 e²-a²= b²              (16.23) 

 

په پورته کې یا بل چیرې، چې کوم څه لاندې کرښیز شوي وي، دا په زیاتو ادبیاتو کې 

ورته،  توپیر پورته کرښیز شوي، دې ته دې پام وي، چې  لاندې کرښیز شوي وي او که پ

 ۰نه لري یا همغه څه دي

 

 مو لاندې ته لارښودوي:(  ١۳،  ١۶یو ایلیپسى برابرون   ته ورته تلنه ) برخۀ 

 

(x²/a²)-(y²/b²)=1     ( 16 . 24 )  

 سره M(0,0 د هوپربول  منځټكي برابرون  د منځټكي )

(c) ketabton.com: The Digital Library



 
   

     

        ۴۸۸                ندسهد سطحې  شننیزه ) تحلیلي(  ه  - ١۶                                 

-----------------------------------------------------------------------------------  

       
 

 محور په ټكي - x مانا چى هوپربول د دۍ ، دا په دې x=±a لپاره y=0 د

 

) A1(-a,0    او) A2(a,0ګورو چى ۰كى غوڅوي. دا ټكى ككرۍ ټكى بلل كیږي 

 په لور   y د(   ٢۴.  ١۶)د ناپاى سره ځاننیونى په هكله: كه  ) .دا دككرى ټكى دۍ  

 حل شي، نولاس ته راځي:

² ²
. 1 . . 1

² ²

x b a
y b x

a a x
      

      

ته   y = ±(b/a).x كرښى له منځه ځي. پس هوپربول ځان  a²/x²- لپاره x  -> ± oe  د

 ) ١۴.  ١۶څیره  (كوي  نزدې 

 برابرون  مله لاندېا له دې

y = ±(b/a)x         (16,25)  

 .د هوپربول اسیمپتوتى بلل كږي

 .دى  MQ = e له امله(   ٢۳.  ١۶د )  

ولري او سیومتریك غبرګ د كوردیناتو محور   xM ,yM كواوردینات   M كه منځټكى

  :لپاره باور لري P(x,y (ته ځغلي، نو د یوه په خوښه هوپربول ټكي

(x-xM)²/a²-(y-yM)²/b²=1       (16,26) 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

  

                        د سطحې  شننیزه ) تحلیلي(  هندسه  - ١۶                       ۴۸۹          

-----------------------------------------------------------------------------------  
 .سره M(xM ,yM د هوپربول منځټكي برابرون ) 

 

پورته مساوات د ځلولو وروسته،  په لاندې ډول د هوپربولمساوات  ټولیز جوړښت د 

  .جوتیږي

Ax²+By²+Cx+Dy+E=0         (16,27) 

 

 دهیوپربول برابرون ټولیزه بڼه یا فورم

   y² او x² دلته د ایلیپسى سره  په  مخامخ  ) همدا برعكس دۍ( یا په  څټ ډول د

  ځله ووني  بدله مخنښه لري

( A . B < 0   ټولیز  برابرون  هم كولى شي چى موږ لاندې منځټكي برابرون   ته )

 لارښود كړي،

 

     (y-yM)²/b²-(x-xM)²/a²=1       (16,26’) 

         

  .د كومو څیره چى یو پورته لور او كښته لور ته واز هوپربول دۍ  

 

 : ١۹.  ١۶بیلګه 

 ل كیږيد لاندې هوپربول منځټكى او سوزونټكى لټو

 -25x² -150x+144y² -188y +144 = 0  

اوړي یعني فورم یى (   ٢۶.  ١۶اوبیونه: د وركړشوي هوپربولمساوات بڼه په منځ ټګي ) 

  :بدلیږي

 -25(x²+6x)+144(y²+2y) = -144  

 ) د څلورۍ پوره کونه(

-25 (x²+6x+9)+144(y²-2y+1) =-144-225+144     -25(x+3)² + 144(y-

1)² = -225  

 ویشنه(  -  225) په  

-25(x+3)²+144(y-1)¹ = 

 -225+(x+3)² / 9 -(y-1) /(25/16) = 1  

 د لاس ته راغلومساواتوڅخه لاندې لوستل كیږي:

 xM = - 3 ,yM = 1 ,a² = 9 , a = 3 , 

 b² = 25 /16 , b = 5/ 4  

(c) ketabton.com: The Digital Library



 
   

        ۴۹۰                د سطحې  شننیزه ) تحلیلي(  هندسه  - ١۶                                 

-----------------------------------------------------------------------------------  
 له امله لرو:(  ٢۳.  ١۶سره سم د  )  او د دې

² ² 144/16 25/14 13/ 4e a b     

 دۍ ، سوزونټكي یى M(-3,1د هوپربول منځټكى )

) F1(xM-e,yM)=F1(-25/4,1 او)  F2(xM+e,yM)=F2(1/4,1دي.  

   

  :٢۰ . ١۶بیلګه 

 

اسیمپتوتي یو له بل سره كوم كونجونه تړي یعنى جوړوي یا  9x²-4y²=36د هوپربول  

 اسیمپتوتى په كومو كونجونو كى یو بل پریكوي؟

 ډول ده ېسره سم په لاند(  ٢۴.  ١۶اوبیونه  : هوپربول د منځټكي بڼه  )فورم( له )         

x²/4-y²/9=1یا   د   a=2 ,b=3  سره  
  y=(3/2)x له مخى(  ٢۵.  ١۶سره سم دواړه اسیمپتوتى د)  له دې

  .دي y=-(3/2).x او  

 

tanد  محور ترمنځ كونج     - xد لومړى  اسیمپتوتى او 3/ 2, 56,31    څخه

  .لاس ته راځي

 

2باور لري      امله د اسیمپتوتو ترمنځ  كونج   له دې 112,62    

  .داكونج    كیدى شي د هوپربول د وازونكونج په نامه ونومول شي   

 

 :  ٢١.  ١۶بیلګه 

 

غوځټكي د هوپربول سره لټول كیږي چى منځ ټكي یى  په   x²/64+y²/16=1  د ایلیپسى

لكه ایلیپسى  b رچینه او ككرټګي یى د ایلیپسى په سوزونټكو پراته وي او همغه ارزښتس

  .ولري

 

 سره او لاینیزه اكسڅینتریڅیتي یى  په b1 او a1 په اوبیونه  : د ایلیپسى نیممحور

e1 سره ښایو.   

  .سره سم دۍ(  ١۹.  ١۶او د )   a1=8 ,  b1=4  : نو باور لري

2 2

1 1 1 48 4 3e a b           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 د سطحې  شننیزه ) تحلیلي(  هندسه  - ١۶                          ۴۹١       

-----------------------------------------------------------------------------------  

        
2  د هوپربول لپاره نخښى 2 2, ,e a b  

 استعمالوو:

   : ) ١۵.  ١۶پرتله څیره (باورلري 

2 1 2 14, 4 3b b a e         

   سره سم دۍ)  ٢۳.  ١۶او د (                                                  

2 2 2

2 2 2 18e a b a    

  :د هوپربولبرابرون داسى دى                                                                         

 x² / 48  -  y² / 16 = 1   

او هوپربولمساوات پوره كوي. كه داوړه مساوات سره  -د غوڅټكو كواوردینات د ایلپسى

 زیات شي نو لاس ته راځي

1,2

1 1 6
( ) ² 2, ² 348/ 7, 8
16 48 7

x x x     

 

 د ایلیپسي او هوپربولبرابرونونو  څخه لاس ته راځي

  y² = 16(1- x²/64)=16/7 <=> y²= 16(x²/48 -1)=16/7=> 

4 1/ 7y   
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        ۴۹٢                د سطحې  شننیزه ) تحلیلي(  هندسه  - ١۶                                 

-----------------------------------------------------------------------------------  
 ړو كږو غوڅټكي دې:سره سم  د دوا او د دې

1 2 3 4

6 1 6 1 6 1
(8 6 / 7), ( 8 ,4 ), ( 8 , 4 ), (8 , 4 )

7 7 7 7 7 7
P P P P    

 

 

  Die Parabel پارابول  ۵ . ١۶ 
 

چى واټن یى له  یوه كلك په ځاي  ټكى، د پارابول  ډیرۍ ده،  P پارابول د ټولو هغو ټكو

) داپه څیره كى  l كلك په ځاي كرښى، د پارابول  ترمخكرښى ، او یوېFسوزون ټكى

د سوزونټكى او   ) ١۶.  ١۶ده(  سره  مساوي دي) څیره جوته ده چى دا كومه كرښه 

 F او S  كرښه چى له ټكى دى، ككرى Sبلل كیږي،   p پارامتر مخكرښى  ترمنځ واټن نیم

 .محور دۍ تیریږي د پارابول 

  

 PF  =یا تعریف برابرونونو –له پیژند 

  PQڅخه لاس ته راځي  

( )² ²
2 2

p P
x y x    

د ټولګى   مربعكولو اوڅخه د  او له دې

 څخه لاس ته راځي

                           (x-p/2)² +y² = 

(x+p/2)²,      

x²-px+p²/4+y² = x²+px+p²/4 
 

           

 پس لرو

y² = 2px           (16,28)       

 

 (     x > 0سره، پورته لور ته واز )   S(0,0)د پارابول ككرىبرابرون  د ككرىټكي
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 د سطحې  شننیزه ) تحلیلي(  هندسه  - ١۶                        ۴۹۳         

-----------------------------------------------------------------------------------  
 ډول: په همدې

   y² = -2Px           (16 , 29 )     

 دۍ هغه وكیڼ لور ته واز پارابول  د واریابلو د بدلون څخه لاس ته راځي:

x² = 2py                          ( 16 . 30 )       

 ( y > 0سره، پورته واز پارابول )S(0,0 ( د پارابول ككرمساوات د ككرټكي

 په همدې توګه:

 x² = -2py  (Y<0)           ( 16.31 )  

  .پورته لور ته واز پارابول دۍ  

 

محور ته غبرګ   - x محور د ولري او د پارابول  xS , yS كواوردینات S يكه ككرىټك

محور ته  هم غبرګ ځغلي، نو د یوې په خوښه پارابول ټكى  -  yډول د   ځغلى په همدې

 لپاره باور لري:

(y - yS)² = 2p(x-xS)                        ( 16. 32)      

 (x>xS)سره،  چى ښۍ لور ته وازويS(xS,yS  (د پارابول ككریبرابرون د ككرۍ ټكى

 (x - xS)² = 2p(y - yS )           ( 16.33)     

 سره، چى پورته لور ته S(xS,yS ( د پارابول ككریبرابرون  د ككرټكي

   ۰(y> ySواز وي   )   

 

 ډول: په همدې

  (y - yS)² = -2p(x - xS)   (x<xS)    (16.34)   

(x -xS )² = -2p(y - yS ) (y<yS )    (16.35)  

 لور ته واز پارابولونه دي هغه كىڼ لور او همداسى  كوزې یا لاندې

ځله ونو  څخه وروسته د پارابول ټولیز (   ۳۳.  ١۶همداسى ) (  ۳٢.  ١۶د فرمول  )  

  :)عمومي( جوړښت پیژندل كیږي

 

Ay²+Bx+Cy+D= 0  , B |=0          ((16, 36 ) 

   ) > = < (  همداسى

   Ax²+Bx+Cy+D=0 , C|=0,          ( 16 . 37 )  

 )د پارابولمساوات ټولیزه ) عمومي( بڼه ) فورم

 

  :  ٢٢.  ١۶بیلګه 
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        ۴۹۴                د سطحې  شننیزه ) تحلیلي(  هندسه  - ١۶                                 

-----------------------------------------------------------------------------------  

  :د پارابول برابرون دې  له ككریټكى ، له نیمپارامتر او وازلورې څخه پیداشي     

   پورته   S(2,1) ;P= 0,5 ) ب كیڼ،     S( ,0,0 ), P = 6   )الف   

 ښۍ   S(4,-2) ,P= 2 /3) لاندې     ت  S(-3,-5), P = 4) پ 
 

 :یا حل اوبیونه 

   ) x-2)² = y-1      ب         y² = -12x      الف(  

 ² = (4 /3) (x-4(y + 2)  )     ) ت    ² = -8(y+5(x+3)  پ(       )

 

 :   ٢۳.  ١۶بیلګه 

 

د پارابول د ككرىټكي كواوردینات ، نیمپارامتر او د  د پارابول د  لاندې مساوات سره دې

 .وازون لور وټاكل شي a ) (x² + 4y +20x + 10 = 0, b)  y² -18x + 12 y -36 = 

0  

 

 همداسى(  ۳٢،  ١۶اوبیونه  : د پارامترټولیزه بڼه )فورم(  دې په ككریبرابرون  ) )١۶  ،

څلورۍ  پوره   ( كى وازمایل شي(   ۳۵،  ١۶همداسى  ) (   ۳۴،  ١۶همداسى )   ) ۳۳

 ارامتر او  وازلور  کیدنه یا مربع تكمیلیدنه ( . د ككریبرابرون څخه ككریټكي ، نیم پ

 

  .لوستوړ دي 
    a )         x² + 20x +100 = -4y -100 + 100 

                       (x+10)² = -4y S(-10 , 0) , P = 2  

 لور ته  و از دۍ پارابول  لاندې

b )         y² + 12y +36 = 18x +36 + 36      

    (y+6)² = 18(x+4)   

                                                                        S(-4,-6)   , P = 9  

 پارابول ښى لور ته واز دۍ

 

      ټولګه:   ١۶ .  ۶   

 

یا     پورې څیړل شوې دهوارې كږې ) كږى په هوارې   ۵.  ١۶نیولى تر   ١.  ١۶دا له 

 كى(  سطحه
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 ) تحلیلي(  هندسهد سطحې  شننیزه   - ١۶                        ۴۹۵         

-----------------------------------------------------------------------------------  
 كرښه  -

 ګردۍ -

 مساوات ایلیپسى        چى د كواوردینات محور سره غبرګ ځغلي، ټول  د لاندې -

 هوپربول -

 پارابول -

 ځوریږي:په څیر ان

 Ax² +By² + Cx + Dy + E = 0       (16 , 38 ) 

 

 د كږى د    توکو  لپاره پرىكنده دي.  B او    Aفاكتورونه، ضریبونه یا ځله ووني    

 روښانوي لاندې ) ١۶،۳۸ ( برابرون  
 لپاره  ایلیپسى ،   A.B > 0 , A |= B  د

   لپاره ګردۍ  A = B  د

 وي، نو كیڼ لور ته واز،  A > 0 , B < 0 ، كهلپاره  هوپربول  A.B < 0  د

  لورته واز وي، نو پورته او لاندې  A < 0 , B > 0 كه  

 محور سره -  xلپاره  یو  پارابول، چى  محور ىى د      A.B = 0 , A = 0 , B |= 0 د

 0Aد  غبرګ دۍ ،B = 0  یو پارابول ،  چى محور یى دy  -  سره غبرګ دۍمحور 

 یو بل ګډوله) یو د بل سره ګډ شوى (  ) ۳۸.  ١۶كه په )  لپاره یوه كرښه A = B = 0 د  

یو  څلورۍ برابرون یا مربع مساوات  څلورۍ توکي      رامنځ ته شي، نو دا  د كږې

ښكاروي ) توضیڅ كوي( ، د كومو محورونه چى نور د كواوردیناتو محورونو سره 

  .غبرګ نه دي 
 

 :   ٢۴.  ١۶لګه بی

 له لاندې مساواتو سره كومى كږې انځوریدلى شي ؟

 a ) x²+y²+4x-8y-5=0  b) 3x²+24x+15y+138=0  

 c ) 16x²+y²-96x=0,d) 2x²-2y²+16x+10y-105/2=0 ?  

 

په ځاي لیكم ، ځكه چى د  a اوبیونه :  ) یادونه : لكه د نورو ځایونو په څیر دلته هم الف د

  ) په لاتین حروفو له ښي لور نه شي پیل كیدى پښتو لپاره كرښه 

 وي ، نو ګردۍ           A = B = 1 كه)  a الف یا

 محور سره غبرګ وي-y پارابول چى محور یى د  B=0 كه ) b ب یا

 A كه)   cپ B, ،A.B >0  نو ایلیپسى 

 ، نو  هوپربول A.B < 0 كه) d ت   
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        ۴۹۶                د سطحې  شننیزه ) تحلیلي(  هندسه  - ١۶                                 

----------------------------------------------------------------------------------- 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 د سطحې  شننیزه ) تحلیلي(  هندسه  - ١۶                          ۴۹۷       

----------------------------------------------------------------------------------- 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        ۴۹۸                د سطحې  شننیزه ) تحلیلي(  هندسه  - ١۶                                 

----------------------------------------------------------------------------------- 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 د سطحې  شننیزه ) تحلیلي(  هندسه  - ١۶                          ۴۹۹       

----------------------------------------------------------------------------------- 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       ۵۰۰                یزه ) تحلیلي(  هندسهد سطحې  شنن  - ١۶                                 

----------------------------------------------------------------------------------- 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 د سطحې  شننیزه ) تحلیلي(  هندسه  - ١۶                        ۵۰١    

----------------------------------------------------------------------------------- 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 وكتور شمیرنه  او په ځمککچ  كى د هغه په كارونه ١۷

 
 

 

 

 

       د وكتور پیژند  ، ١ . ١۷

 

    په كارتیزي كواودینات سیستم كى د وكتور انځورونه  

 

او تخنیك كى موږ لویى پیژنو چى د رییل ارزښتونو په  پیدایښتي  پوهنو یا طبیعي علومو  

په وركولو سره یواځنۍ  ټاكلي دي، لكه وخت، ګرمي،  توان ، وزن . داډول لویو ته 

لویى لكه زور ، چټکتیا) سرعت(،  بیړه ) تعجیل(، د برقي او  نورې .سكالار  لویې وایو

د لور وركونه هم غواړي، مقناطیسي چاپیریالزور برسیره په ارزښت )  مطلقه ارزښت (  

  .لویو ته وكتورونه وایو په كومه چى تاسیر اچوي. موږ دې

 كیدى شي چى دهندسي شیانو ځان نیونه  هم تشریح كړاى شو. په فضا د وكتور له لارې
ټكي   هوا كى  یو ټكى كیدى شي چى د هوا كواوردینات سیستم كى د سرچینى څخه د دې

 ې مانا چي مطلقه ارزښت او لورى لري (  تشریح كړىكرښه ) په د په لور لوریزشوې 

یا یې د  شي یعنى له سرچینى څخه یى په دې  ټكي  برید وي یا دا ټكى په نخښه كړاى شي

 .غشي څوکه د دې ټکي په لور لوریزه وي

 

,ښوولي، ښه به یې        ,a,bیادونه : ما وکتورونه    ;....a b  نو کې     واى، ډیرو کتابو

لیکل شوي، خو ما د وکتور سره تل د وکتور کلمه یاده کړې، چې د    ..,a,bپنډ 

 ۰ناټیکپوهنې څخه مو ژغوري
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           ۵۰۳...                                وكتور شمیرنه  او ١۷                                      

---------------------------------------------------------------------------------- 

 چى داوږدوالي كچګڼ یى  هم (|a| چى د یوه مطلقه ارزښت a یوه لویه:  ١.  ١۷پیژند  

  ۰بولو(  او یوې لورې له مخى ټاكل شوى وي، وكتور بلل كیږي

 

 ووابو.   لویي ته غشى هم )لنډ: یوه لویه چى لور ولري، وكتور دۍ.  موږ كړى شو چى دې

 )ه ىى  همدا وكتور بولمز

 

یو وكتور په هوا كي د یوه لور لرونكى كرښى) غشي (  په څیر انځوركیدى شي. د تعریف 

یا لورونى كرښي  -، لوریزې-له مخى ټول مساوي اوږده او په یوه لور  لورۍ ١.  ١۷

 .همغه وكتور انځوروي،  په یوه بریدټكي  باندې تړل یى په نظر كي نه دي نیول شوي
ویلى شي: یو وكتور كیدى شي په هوا كى په خوښه غبرګ ) موازى ( وخوځول شي  سړى

په  نورې . یا راكښل شي، موږ په راتلونكي كى د داسى ازادو وكتورو سره سر او كار لرو

لویي، بر سیره په مطلقه ارزښت او لور،  په نورو ټاكونټوټو هم اړه  وكتور انځور شوې

ه یا زور  د همغه خپل تاثیرلیكى یا بهتره برید لیكى  په لري. د بیلګي په توګه یوه قو

اوږدوالي له یوه ځایه بل ته راكښل كیدى شي)  په غبرګ یا موازى راكښون یى تاثیر تغیر 

كوي(  دلته  په لیكه راكښونكو وكتورو باندې غږیږو. هغه یو ټكى انځورونكى وكتور په 

تړلى. داسى وكتورونه ځاي  ملى ټكى(  پورېیا ح -كواوردیناتسیستم په سرچینې  ) د برید 

ځنى په لاندې كى د فرمول بندي شوې  .( بلل كیږي-وكتورونه) په ځاي تړلي 

  .شمیرقاعدې  له مخې كیدى شي دې ډول وكتورونو ته هم  پراخه شي

 

 :    ٢.  ١۷پیژند  

 a = b                                         برابر  بلل كیږي b او a دوه وكتورونه      

 .كه دواړه  وکتورونه  په مطلق ارزښت او لور   یو په بل سر وخوري یا پریوځي

 

 
 

یا همغه  لوریزې كرښى، لكه چى وویل شو همغه  –ټولې  برابرې   اوږدې  او  برابرې  

 .وكتور ښایى

 

 :    ۳.  ١۷پیژند 
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...                                               یرنه  اووكتور شم ١۷                              ۵۰۴        

---------------------------------------------------------------------------------- 

بلل كیږي. صفر وكتور لور  یا صفر وكتور 0سره    a|=0| د مطلقه ارزښت a یو وكتور

لري، نو  په  e|=1|ارزښت  لور او مطلقه a چى د ea ټاکي یا تعینوي. یو وكتور  نه 

   .( بلل كیږي١اړوند یوونوكتور) پورېa وکتور 

 

Einheitsvektor,unit vector(1) دۍ یا  یانې ارزښت یې یو یوون  یوونوکتور

    واحدوکتور)؟(

 

 :  ۴.  ١۷پیژند  

 

ړ )عمود(  په بل نیغ ولا  بلل کیږي، كه دوي یوOrthogonal) دوه وكتوره اورتوګونال ) 

كرښي سره غبرګ  یوې  (   بلل کیږي، كه دواړه د همغىkollinearولاړ وي، كولینیار)

 .وي سره غبرګ هوارې یوې  بلل کیږي ،  كه د همغي  ( komplanar)وي، كومپلانار

 

د وكتورونو  سره شمیرلو لپاره باید مطلقه ارزښت او همدارنګه لور  شمیرنیز ډوله لاس 

دې لپاره  یوه نسبي سیستم ته اړتیا حس كیږي، دلته هوایي  یا فضایي د  .ته راوړل شي

انځورونولپاره لاندني   كارتیزي كواوردینات سیستم استعمالیدى شي. د كواوردینات سیستم 

روښانه ونې یا توضیحات یعنى د وكتور ځله ونه  یاضرب د یوه رییل ګڼ سره او د 

 .وكتورونو زیاتون مخ ته پراته دي

 

 :  ۵.  ١۷د  پیژن

 

 د یوه وكتور ځله ونه یا ځل  د یوه سكالار سره:

,b a R    

|یو وكتور دۍ چۍ د    |  - ځله  دa 0مطلقه ارزښت لري او د لور لري   لپاره همغه

0،  په څټ یا برعكس كه  aلكه وي نو دa  مخامخ لور یا په څټ لور  لري 

 

 :    ١.  ١۷جمله 

 د رییل ګڼ سره د وكتور د ځل د شمیرقاعدې 

 كوموتاتیف قاعده،اسوڅیاتیو ضانون او د صفر وکتور سره ځل

. . ;....

( . ) ( . ) . ;.... .

| . | | | . | |,0. 0,0 0

a a Kommutativ

a a a Ass

a a a
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                ۵۰۵                  ...             وكتور شمیرنه  او ١۷                                      

---------------------------------------------------------------------------------- 

 د یوه رییل ګڼ a ددې ځل یاضرب د پیژند  سره ممكن كیږي چى  هر وكتور) 

ځل په  وكتور مطلقه ارزښت(  او په هغه پورى تنظیم یا ترتیب شوى یوونوكتور د ددې

 aa = |a|.e :څیر انځور كړو

 :  ۶. .  ١۷پیژند  

 

 ) د وكتورونو زیاتون)   

  a د دواړو وكتورونو  a+b  )زیاتون ) جمع  a , b دوه وكتورونو د

 .غزیدلى غبرګ اړخیزې) موازي الاضلاع(   لوریز دوه کونجتړې  ) قطر(  ده څخه b او

  ( ٢ ١۷څیره . 

د وكتورنو زیاتون ) جمع(  د قوو یا 

زیاتون  په ځیر دۍ او دا د  زورونو  د

 قاعده ساده د لیدو كیدى شي شمیر

 

 

 

څیره شته  دغبرګ اړخیزه 

 ١۷پورته نیمه یا له تعریف  

څخه پورته څیره یا  ۶. 

 څیره مخامخ

 

 

 :  ٢.  ١۷جمله 

 

 ) د وكتورونو د جمع لپاره د شمیرقاعدې) 

           a+b=b+a                                       ون( )كوموتاتیف قاان 

   (a+b)+c=a+(b+c)                                             )اسوسیاتیف قانون ( 

 

 دیستریبوتیوو او وربسې یه  لاندې نظم اړیکې 
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...                                               وكتور شمیرنه  او ١۷                         ۵۰۶             

---------------------------------------------------------------------------------- 

( ). . . ;............ .

( ) . ;............ .

| | | | | |

a a a Distrib

a b a b Distr

a b a b

   

  

  

  

  

 

 

   

 

 

 

 

قانونو سره موږ ته ممكن كیږي چى هر وكتور، د بیلګي په توګه د  د زیاتون  دې

وكتورونو د كواوردینات محور په لور ښودونكو وكتورونو د زیاتون په څیر انځوركړاى  

ډول بریالي كیږو چى دواړه د وكتورونو لپاره  موخه وره یا هدفمنده  په دې .یا ولیكو شو

 شمیرنه په كواوردینات سیستم كى انځور كړو

 

 
 

 پورته  څیره  کې د درې وکتورونو زیاتون

 

 :  ۷.  ١۷پیژند  

 انځورونى لاندې  a په كواودینات سیستم كى د وكتور

 a=(a1,a2,a3)         ( 17 . 1 )  

 موږ  په یوه ولاړكونجیز

 -x1 , x2  , x3  

 پوهیږو، د نخښى یا مخ نخښى په نظر كي  كواوردینات سیستم كى د وكتور انځوره ونه

 

 (  i = 1 , 2 , 3) محور -xi  ه  هرپریوستون  له لارې پ پرویكشن یا  ai  نیولوسره او د
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                ۵۰۷...                               وكتور شمیرنه  او ١۷                                      

---------------------------------------------------------------------------------- 

 )كى ۳.  ١۷ړخونو لپاره انځورونه ) په څیره  ( د دوه ا Projection) پرویكشن

 م كواوردینات بلل كیږي - iوكتور a د ai داسى

  

 
 یادونه:   

موږ دلته كه د وكتورونو پورته ځه لیكو نو هغه د وكتور پوتنڅ په مانا نه دى بلكه هغه 

 د .ۍوكتور ښایي چى په كومه كواوردینات اړه لرى. دلته د لیكنى  له لورې پوره جوت د

xi - ډول ده محورونو په لور په كواوردیناتشكل د یوونوكتورونو څرګندونه په لاندې 
1e  = ( 1 , 0 , 0 )

e² = ( 0 , 1 ,0 )                         ( 17 . 2 )    

e³ =  ( 0 ,0 , 1 )

 

 

i a انځورونه د كواودیناتو aد وكتور ; i = 1 , 2 , 3,  د  ) ٢.  ١۷ (او د یوونوكتورونو

مپوننتو له لارې یا مرسته په بنسټ د ك  ۶.  ١۷او  ۵.  ١۷استعمال له لارې،  د تعریفونو 

 .لاس ته راځي

 

 ) انځورونه a د كمپوننتو ) جوړختبرخو( له لارې د وكتور:    ) ۳.  ١۷جمله 

 لرو:
1

1 2 3² ³;.............................(17,3)a a e a e a e   

  ) ۳.  ١۷د دوه پراخیدونې یا دوه بعدیز یا دوه دیمنزیون انځورونه. )څېره  . 

ia,دلته ei چىi=1,2,3  وي، دa    وكتورi  - م كمپوننت  یا جوړخت برخه  بللکیږي 

 جمله لاس ته راشى: په مرسته كیدى شي لاندې ۳.  ١۷او  ٢.  ١۷د جملو 
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  ...                                             وكتور شمیرنه  او ١۷                       ۵۰۸               

---------------------------------------------------------------------------------- 

 :  ۴.  ١۷جمله 

كواوردینات ډوله  یا په  د رییل ګڼ سره  د یوه كتور ځله ونه  او یا د وكتورونو زیاتون 

 باوري كیږي:: مانا چى لاندې څیر صورت نیسي، دا په دې

1 2 3 1 2 3

1 2 3

1 1 2 2 3 3

a=(a , a ,a ),   b = ( b , b , b )

µa = (µa , µa , µa )                                       ( 17 . 4 ) 

a ( , , )..........................(17,5)b a b a b a b    

 

 

 :   ١.  ١۷بیلګه 

 لپاره لروb=(1,-6,4) , a=(-2,3,-5  (د

 2a+3b=(2-2,3,-5)+3(1,-6,4)=(-1,-12,2 ). 

 

صورت نیسي یا ځان (  ۶.  ١۷د وكتورونو كمون د وكتورونو د زیاتون په څیر )تعریف 

 نیسى

 

 :   ۸.  ١۷پیژند   

 bیعني یا په څټ  وكتور -ته مخامخ   b او وكتور a كمون  یا کمښت د وكتور a - b د -      

 ) ۴.  ١۷)څېره     a-b=a+(-b) :زیاتون  دۍ 

   

 ټكى ښایي x²  ټكي x1 ، كوم چى له a لاس ته راځي : وكتور ۸. . ١۷له تعریف 

  داسى دى(    ۵.  ١۷د دوه اړخؤنویا بعدونو انځورونى لپاره .ش  ( 
1a = x² - xیلټکى کمښت (: ) پاي ټكى  ترې كم  پیل ټكى یانې د پایټکي او پ    

 

          
 :  ٢.  ١۷بیلګه 
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                 ۵۰۹...                              وكتور شمیرنه  او ١۷                                       

----------------------------------------------------------------------------------- 

) 1هغه وكتور چى له  1, 3,1)x     1,5 (ټكي څخه-x²=(2,  ټكى ښایي) په  ګوته کوی یه

 ګوتنیوونى كوي(  داسى دۍ : 

 a = x²-x1 =(2,-1,5)-(-1,-3,1)=(3,2,4 ).    

 

 

 ونهد دوه وكتورنو سكالار ځله ونه  یا ضرب ٢ . ١۷
 

 :  ۹.  ١۷پیژند  

 

 د دواړو وكتورنو د  مطلقه ارزښت a . b سكالار ځل a , b د دوه وكتورونو

 ضرب دۍ، یانې   او له دي دواړو وكتورونو منځ ته راغلى كونج    كوساین ځل یا 

. | | . | | .cos ;.............................(17,7)a b a b  

  
 د سكالار ځل یا ضرب نتیجه سكالار ده 

'كى فاكتور(   ۷.  ١۷په  )   | | .cosb b  په هندسى مانا د )مخ(  نخښي ساتلو سره )د

یا پرییستل دي )څیره   پرویكشن یا پریوتل b دوكتورa كوساین د پیژند له مخى (  په وكتور

١۷  .۶ (  

 

 
 

 :ضرب بیلګه -په فزیك كى د سكالار ځل یا 

له دې  A = a. b زور تاثیر اچوي، پس b ى د هغي په اوږدوالى دهغه لار وي چ a كه

له لارې كړ شوى كار ښایي ( د لار اوږدوالى چي د لار په لور د زور د پرویكشن   زور 

  . )سره ځل دۍ
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     ...                                          وكتور شمیرنه  او ١۷                          ۵١۰            

---------------------------------------------------------------------------------- 

  )د سكالار ځل شمیرقاعدې:  )  ۵.  ١۷جمله 

 a.b=b.a                                  ( كوموتاتیو قاون )  

 

   a(b+c)=a.b+a.c       دیستریبوتیو قانون( ) 

a.b=0            كهa او b ( ۸،  ١۷) یوپه بل اورتوګونال یا   عمود وي  

 (a.a=|a|²       ( 17 . 9 

تړلى لاس ته راځي.   پسى(  ۷.  ١۷كوموتایو قانون د )   : د پورته شمیرقاعدو جوتونه

  .لیدل کیږي  كى(  ۷.  ١۷قانون په )  څیره  دیستریبوریو

 

(  ۸.  ١۷او)   cos  = 0نو  a.b=    0كه      :د اورتوګونالوكتورونو لپاره باور لري

 .څخه لاس ته راځي(  ۷.  ١۷له )  

0او داچى(   ۷.  ١۷له ) (  ۹.  ١۷همداډول )    دa  اوa  ترمنځ دۍ)، نو لاس ته  

cosراځي 1  

 

 
  ۷.  ١۷پورته څېره 

 

 :  ۶.  ١۷جمله 

 د دوه وكتورونو سكالار ځل كواوردیناتډوله صورت نیسي  یعني د

  a = ( a1 ,a2 ,a3 ),   b = ( b1 ,b2 ,b3)  

 :  راځي  د ځله ونى یا ضرب څخه لاس ته

 a.b=a1b1+a2b2+a3b3           ( 17 . 10 ) 

 

 لپاره لاندې باور لري(   ٢.  ١۷اوبیونه  :  د یوونوكتورونو  )  
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               ۵١١...                                وكتور شمیرنه  او ١۷                                      

---------------------------------------------------------------------------------- 

.لپاره  i = jسره سمر د(  ١۷.  ۹د )  1i je e  (۹.١۷د  )ه سم   د سرi|= jلپاره 

. 0i je e  لاس ته راځي له دې: 

 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3. ( )( )a b a e a e a e b e b e b e a b a b a b        

 

یادونه : د لته د وكتورونو په توانډول چى څه لیكل كیږي د توان مانا نه لري په 

او د  ن وكتور دۍیوونوكتورونو كي ددې لار ې ښوول كیږي چي دا دكوم كواودینات یوو

كوم توان   نورو وكتورنو لپاره دا مانا لري چي كوم یو  وكتور مو مطلب دۍ او نه چى په

  .ته د مخه هم ګوته نیول شوې ده . دې  

 

 :  ۳.  ١۷بیلګه 

 وكتورونو سره ځل شي  دې له لاندې  a=(2,-3,1 (وكتور

 a ) b1=(3,1,4),b) b²=(3,2,-2), c) b³=(3,3,3)     

 بیا  یا انینترنیت : یا حل ونهاوبى

      a )         a . b1 = 2.3 - 3.1 + 1.4 = 7    

 b)     a . b² =  2.3 - 3.2 +1.(-2) = -2 

 c )       a . b³ =  2.3 - 3.3 +1.3   = 0 

    :لیكو  اورتوګونال یا عمود دي ددې لپاره  b³او  aمانا ده چى وكتورونه په دې   c (دلته
3a b 
 

 : ۷.  ١۷جمله 

 2 2 2

1 2 3| | ;............................(17,11)a a a a   

1لرو :   (  ١۰.  ١۷اوبیونه  :  له )   2 3 a . a = a ²+ a ² + a ²     

 

 :  ۴.  ١۷بیلګه 

 )اوږدوالى ( دۍ مطلقه ارزښت3,0,-4)=a=(2,-3,1) , b  (د وكتورونو

| | 9 0 16 5;| | 4 9 1 4b a        

  

 :  ۸.  ١۷جمله 

 ډول ټاكل كیږي ترمنځ كونج په لاندې b او aد دوه وكتورونو

1 1 2 2 3 3

2 2 3 2 2 2

1 2 3 1 2 3

.
cos ;.................(17,12)

| | . | | .

a b a b a ba b

a b a a a b b b
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...                                               وكتور شمیرنه  او ١۷                           ۵١٢           

---------------------------------------------------------------------------------- 

 

څخه لاس (   ١١.  ١۷او ) (  ١۰.  ١۷، ) (   ۷.  ١۷له ) (   ١٢،  ١۷:  )  یا حل اوبیونه 

 ته راځى

 

 :  ۵.  ١۷بیلګه 

1كى د 3. . ١۷په  بیلګه  2 3, ,a b b b تر منځ كونجونه د شمیرلو دي. 

 وبیونه:ا

 

1

1 1

2

2 2 2

3

3 3

2.3 3.1 1.4 7
( , ) 0,3669; 68,48

4 9 1 9 1 16 14 26

2.3 3.2 1( 2) 2
( . ) cos 0,1296, 97,45

4 9 1 9 4 4 4 17

2.3 3.3 1.3 0
( . ) 0, 90

4 9 1 9 9 9 14 27

a b

a b

a b

 

  

 

 
     

   

   
       

   

 
     

   

 

 

 

        د دوه وكتورونو وكتوري ځلونه یا ځل ١۷ . ۳
 

 : ١۰.  ١۷پیژند 

 

 چۍ لیكو دۍ د كوم لپارهc كتورځل  یا وکتوریز ځل یو وكتورa,bددوه وكتورونو

a × b = c  خویونه  لري او لاندې:  

 مطلقه ارزښت دۍ c د -  ١

| | | || | .sin ;............................(17,13)c a b  

 

 وكتورونو لخوا غزیدلي غبرګ اړخیز منځهوارې  په مانا   b او a دا دهندسي له مخى د

 ( ۸.  ١۷دۍ.) څ. 

  .باندې نیغ ولاړ یا اورتوګونال دۍ  b او a وكتور c د- ٢     

وته  او د ګ مانا چى كه دښي لاس غټه یو ښي سیستم جوړوي، دا په د a , b , c  دلته– ۳

 -cدوكتور لور وښایي نو كونججوړونكي د منځ ګوتهbاو aښوولو ګوته د

 (  ۹.  ١۷لور ښایي ) څیره  
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                ۵١۳...                               وكتور شمیرنه  او ١۷                                      

---------------------------------------------------------------------------------- 

 

رې د فرمولونو سره موږ ته ټکی، کرښه او هواره را په ګوته کوي او د     یدا لاندې څ

 یوه وکتور مطلقه ارزښت. 

          

  p2|p1P(p|3(ټکی 

 

  gکرښه  

u t· + p=   xg:  
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...                                               وكتور شمیرنه  او ١۷                              ۵١۴        

---------------------------------------------------------------------------------- 

 Eهواره   

 vs· + ur· + p=  xE:        

 وكتورځله ونه یا وکتور ځل  یواځي د درى اړخیزې هوایا فضا لپاره تعریف دۍ. 

 

 د وكتورځل بیلګه په فزیك كى : 

 

ه مړوند پ r په ټكي د Q قوه  یا زور وي چي په یوه كلك څرخیدونكي بدن )جسم(  د F كه

په ټكي څرخوي )څیره  ش.  P سره    كونج جوړوي، برید یا حمله كوي  او هغه د r چى د

 M = r × F    منځ ته راځيDrehmoment نو څرخون مومنت(   ١۰.  ١۷ 

 
 د اړم مټ او مطلقه ارزښت  | r |د اوږدوالى  د مطلقه ارزښت له مخى د څرخونمومنت   

1 | | sinF F          

 

  :كپوننت ) جوړونکى (  دى  چى د اړم په مټ  )نیغ( ولاړ د قدرت یا قوت زور           
| || | sinM r F  
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                ۵١۵...                               وكتور شمیرنه  او ١۷                                      

---------------------------------------------------------------------------------- 

 لپاره د شمیرقاعدې( ضربد وكتور:  ) ۹.  ١۷جمله 

 a × b = - b × a          ( 17 . 14 ) 

  دیستریبوتیو قانون (   

a×(b+c)=(a×b)+(a×c)     (17.15) 

  a × b = 0 16.  17ره(                  ) د كولینیار وكتورونو لپا 

د غوښتونكي ښي سیستم له (    ١۴.  ١۷ (د پورته شمیرقاعدو ښه څرګندونه یا توضیح : 

 ۹.    ١۷،څ.  ١۰ ١۷مخى )پیژند  .  ) 

0د كولینیار وكتورونو لپاره  :پس لروsin 0   له مخى ) (  ١۳.  ١۷سره د )  له دې

لاس ته راځي. په دیستریبوتیو قانون په لیدنوالي )پیچي دۍ( دلته صرف نظر (   ١۵.  ١۷

د وكتورځل شمیرلو لپاره  د وكتوركواوردیناتډوله   .كیږي، لیدوړ والى یى نه ځرګندوو

شمیر قانون  (  ١۵.  ١۷وكتورځل ته اړیو.د )  e¹ , e² , e³ ښودنى سره د یوون وكتورونو

څخه لاندې جمله لاس ته  ١۰.  ١۷پېژند    خوا او له بلى خوا د وكتور ځلله یوې 

  .راځي

 

 ) د یوونوكتورونو وكتورځل)   ١۰.   ١۷جمله 

 
1 2 3 2 3 1 3 1 2

2 1 3 3 2 1 1 3 2

0, 1,2,3;.............................(17,16)

, , ;............(17,17)

, , ;..........(17,17)

i ie e i

e e e e e e e e e

e e e e e e e e e

  

     

        

 

او كه څوك    یوون وكتورونه (  ٢.  ١١د دریمى درجى دیترمینانت كلیمى لاندې )پېژند 

  a , b د  a×bلى شي، كیدى شي چى د وكتورځلد دیترمینانت د  توکو  په څیر ومن

 كواوردیناتو په څیر انځور شي

 

 د وكتورونو:  ١١.  ١۷جمله 

 

b =(b1,b2,b3),a=(a1,a2,a3)  

 یا وکتوري ځله ونه  په لاندې کې د ماتریکس په توګه ده:   ځل  وكتوریز
1 2 2

1 2 2

1 2 3

;.....................(17,18)

e e e

a b a a a

b b b
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...                                               وكتور شمیرنه  او ١۷                              ۵١۶         

---------------------------------------------------------------------------------- 

:   د وكتور  یا حلاوبیونه 
1 2 3

1 2 3( )a a e a e a e        ځل د وکتور
1 2 3

1 2 3( )b b e b e b e   

 

 كارونه، دا لاندې وركوي ١۰.  ١۷وکوډوله) توګي په توکي(  وكتوري ځل د جملى د ت
1 2 3

2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1( ) ( ) ( )a b e a b a b e a b a b e a b a b       

 د شمیرلواود(  ١۷.  ١۸ارزښه یه دا لاس ته راوړنه یا نتیجه د دیترمینانت )  ضربدا 

 هم ترلاس راځي.  څخه  ١١پېژند  

 

    : ۶.  ١۷بیلګه 

 a × b  وشمیرل شي، كه وي دې 

    a=(-2,1/2,-1), b=(1/2,-2 ,1)   ) الف 

   ) ب
1 2 3 1 2 33 , 2 3a e e e b e e e       

د دې بیلګې اوبیونه دې ګان لستونکي او مینه وال په غاړه    ب () الف    یا حل اوبیونه 

  ۰واخلى، دا له مخه تیرې جملې له مخى پوره روښانه دۍ

 , a همیت په بنسټ د وكتورونوهندسي ا(   ١۳.  ١۷وكتوري ځل د خپل مطلقه ارزښت ) 

b منځهوارې  شوې څخه خورې  Fp غبرګ اړخیز ه  همداډول د a او b   څخه خورشوي

 شمیرلو لپاره خورا مساعد دۍ . باور لري  FD یا غزیدلې دریګوډى منځهوارې 

1
| |; | |;......................(17,19)

2
P DF a b F a b    

 

  : ۷.  ١۷بیلګه 

 

منځ یا دننه په لاندې  هوارې شوې څخه خورې a=(1,1,0) , b=(2,0,1 (د وكتورونو

 ډول ده
1 2 3

110 (1, 1, 2), | | 1²( 1)² ( 2)² 6

201

P

e e e

a b F a b            

 

 :   ۸.  ١۷بیلګه 
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                  ۵١۷...                             وكتور شمیرنه  او ١۷                                      

---------------------------------------------------------------------------------- 

 وشمیرل شي چى كونجټكي یي وي دننه(  دې منځهواره  ) د هوارې  ABC د دریګوډۍ 

:  

A=(2,1,1) , B=(4,0,0) , C=(1,-1,2)  

 

 ابیونې  :  

 وكتورونو څخه غزیږي دریګوډۍ    له لاندې

 a=B-C=(3,-1,-2), 

  b=A-C=(1,2,-1)  او  

 ل دۍډو وكتوري ځل په لاندې  b او a د

          

1 2 3

1 2 331 2 3 5 (3,1,5)

12 1

e e e

a b e e e      



 

 

 دننه یا منځهواره  په لاندې ډول ده د هوارې ABC د درېګوډۍ 

        
1 1

| | 3² 1 5² 35
2 2 2

DF a b      

 

    )  موزی سطحیز ضرب ) غبرګهواریزځل  ضرب شپات ١۷ . ۴    

 

او یو په بل  یى  سره غبرګى تن دى چى  مخامخ هوارې یادونه : دا یو شپږ خواییز 

 یى  بیلګه او د مسئلى دحل انځورونه ده. ١١ ١۷شكل  ضرور نیغ ولاړ نه وي . لاندې   

   

 :  ١١.  ١۷پیژند  

 

 ځل یا  ضرب دۍ لاندې a , b , c]  [وكتورونو غبركهواریز ځل یا شپاتځل د درې

 [a,b,c]=(a×b)    ( 17 . 20 )       

 

 سره سكالار ځل كیږي،  cیږي او نتیجه یي بیا دوكتوریز ځل ك b او a دلته وكتورونه

  .یعنى  لاس ته راوړنه  یا نتیجه یي سكالار ده
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...                                               وكتور شمیرنه  او ١۷                        ۵١۸              

---------------------------------------------------------------------------------- 

(  ۹.  ١۷غبركهواریزځل  ځمککچیز هندسي لیدونكى اهمیت لري. د سكالارځل ) پیژند 

 سره سم باور لري

 , , ( ). | | . | | . | | .cosa b c a b c a b c a b c       

 (١١.  ١۷څخه رابند شوى كونج دۍ .) څیره   c او a × b دلته  الفا   د وكتورونو

 

 
غزیدلي غبرګ اړخیز b او a د |a×b|  ) ١۰.  ١۷د دلته د وكتورځل تعریف سره سم )پیژن

|دۍ  . برسیره پر دې   | .cosc     په وكتور)  ٢.  ١۷پرتله برخهa×b  باندې د وكتورc  

 څخه غزیدلى  غبرګهوارې یا   cاو  a,b پروجكشن یا پریوستون په مانا دۍ. یعني د

 

څخه غزیدلي غبرکهواریزې    a,b,c وكتورونوهندسي د a,b,c]  [شپات جګوالى ښایي. پس

  .ډكي )حجم(  په مانا دى

حجم (  كى تغیر نه راځي كه -دغبرګهواریز په مطلقه ارزښت ) د غبرګهواریز ډكي یا

د وكتورونو پرلپسى ترتیب بدل شي. د غبرګهواریزې ډکى  زیاتیز یا مثبت دۍ، كه  چیرې

  ۰سیستم جوړ كړى -وركړ شوي ترتیب یو ښى

 

 : ١٢۰ ١۷جمله 

   [a,b,c ] =[b,c,a] = [c.a.b]=-[a,c,b]= 

=-[c,b,a]=-[b,a,c]    ( 17 . 21 

 

كه وكتورنه په یوه هواره كى پراته وي(كومپلانار وي) نو یو شپات د صفر جګوالي سره 

 لاس ته راځي. نو بیا لاندې جمله باور لري
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                 ۵١۹...                              رنه  اووكتور شمی ١۷                                      

---------------------------------------------------------------------------------- 

 : ١۳.  ١۷جمله 

 

 0=[a,b,c] د كومپلانار وكتورونو لپاره باور لري22 . 17)  (

 

د وكتورونو په كواوردیناتتوګه انځورونه بیرته د غبرګهواریز  یا  شپات ځل شمیرلو لپاره 

 دیترمینانت انځورونه په كار اچول كیږي

 

   : ١۴.  ١۷جمله      

 د وكتورونو

)   a=(a1,a2,a3),b=(b1,b2,b3),c=(c1,c2,c3 

 غبرګهواریز ځل  په لاندې ډول دى                               

  

               

1 2 3

1 2 3

1 2 3

[ , , ] ;..........(17,23)

a a a

a b c b b b

c c c

 

 

  اوبیونه لري سره سم لاندې ١١.  ١۷د جملى   a×b اوبیونه  :  وكتور ځل

2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1a.b=(a b -a b )e¹-( a b -a b )e²+(a b - a b )e³ 

  .توګه صورت نیسي سره كواوردیناتډوله په لاندې c سكالارځل د a × b د

  (a×b).c=[a2b3-a3b2,-(a1b2-a2b1),a1b2-a2 b1].(c1,c2,c3 )                 

 = c1(a2b3-a3b2)-c2(a1b3-a3b1)+c3(a1b2-a2b1)= a1(b2c3-b3c2)-

a2(b3c1-b1c3)+a3(b1c2-b2c1)  

   .شمیرلو له لارې هم لاس ته راځي(   ٢۳.  ١۷دا نتیجه د دیترمینات  )   

 

 : ۹.  ١۷بیلګه  

 a=(0,1,2) , b=(2,0,1), c=(1,1,0  (د وكتورنو

 په لاندېډول دۍ:a,b,c]  [یا شپاتځل  -غبرګهواریز 

 

012

[ , , ] 201 0(0 1.1) 1(0 1.1) 2(2.1 0) 5

110

a b c           
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...                                               وكتور شمیرنه  او ١۷                                   ۵٢۰           

---------------------------------------------------------------------------------- 

 : ١۰.  ١۷بیلګه 

او شپاتځل ىي په  كومپلانار دېa=(1,2,3) ,b=(3,6,1), c=(0,0,1 ( وكتورونه

 ) دا اوبیونه دې ګران لوستونکي او مینه وال په غاړه واخلي( ډول دۍ لاندې

                               

 :  ١١.  ١۷بیلګه 

 )وشمیرل شي شكل دى(  ډكى)حجم( دې ، لاندې اړخیزه  د تیترایدر) دریګوډي

 ( ١٢.  ١۷)څیره.  

 

 

                              
 

 د لاندې كونجټكو  یا ګوډټکو سره

 A=(1,1,0) , B=(2,0,1)   

C=(3,-1,2) , D=(1,0,3)  

 

 یادونه : دا پورته په خټه کې ککرټکي دي، ځکه چې دا څېره څلور ککرې لري

 رخه دهب ١/۶وكتورونو څخه خور تیترید   اوبیونه  : دا غوښتونكى ډكى  د لاندې

 a=B-A=(1,2,0),b=C-A=(2,1,0) , c=D-A=(0,1,2)  

د تیترائىد  ځل بنسټیزهواره ځل جګوالى ١/۳دا تیترئیدر یو اهرام دۍ چى ډکى  یا حجم یى 

 جګوالى د شپات جګوالي سره مساوي دۍ او د دریګوډیهواره یى د شپات نیم د وكتورونو

a , b , c  کمیز یا منفي دۍ 
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              ۵٢١...                                 وكتور شمیرنه  او ١۷                                      

---------------------------------------------------------------------------------- 

  

110

[ , , ] 201 5

012

a b c       

 

 V=(1/6).|[a,b,c]|=5/6     :د كچګڼ لپاره مطلقه ارزښت نیول كیږي

 

 په شننیزه )تحلیلي(  ځمککچ  كى د  وكتورونو  کارونه   ۵ . ١۷

 

  برخه كى ځموږ هدف دۍ چى وګورو چى د تحلیلي هندسى پرابلمونه او بیا په  په دې

برخي سره په توپیر) - ١۶ځانګړي ډول تحلیلي هندسي په هوا كى وكتوري مطالعه ( د 

 ۰څنګه كیږي

 

 رښى وكتوریزه  انځورونهك د یوې ١ . ۵ . ١۷  
 

په  فضا یا هوا كي د یوې كرښى ځاى د یوه ټكي او لور له لارى یواځنى  ټاكلى دۍ. په 

څخه  O په مرسته )  چى د كواوردینات سیستم د x0 نښتى ټكى د ځاي وكتور دې  gكرښه

  ١۳   . ١۷څیرې(   Vدا ټكى ښایي (، لور یي په وكتور

 
 ١۳.  ١۷څیره                                            

 یو په زړه پور  gیو پارامتر وي چى د رییلګڼونو ډیرۍ  كى ځغلي، نو د كرښى كه
  جمع له لارې په لاندې فورم )بڼه( ښوول كیږي -د وكتور زیاتون    یا  x ټكى

0 . , ;......................(17,24)x x v       

 )برابرون   ) پارامتر فورم  g كى د كرښى  x0 په لور په ټكي v د وكتور

 د كرښى ټولو ټكو كي   یا د ټکو ترمنځ   xپه ریل ګڼونو كى وځغلي نو     كه پارامتر
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  ...                                             وكتور شمیرنه  او ١۷                        ۵٢٢              

---------------------------------------------------------------------------------- 

xد هر ټكي .ځغلي gلپاره یواځني یوهR شته یا موجود ده   وكتور مساوات

 سكالار برابرونونه نه دي لاندې درې(   ٢۴،  ١۷)  
0 0 0

1 1 2 2 3 3. , . , . ;..............(17,25)x x v x x v x x v        

        

0 وركړ شوي وي، نو د لور وكتوریى دۍ  x0,x¹په دوه ټكو  gكه كرښهv=x¹-x  او په

  :ډول یى د كرښي  برابرونونه  دي دې
0 1 0( );...........................(17,26)x x x x   

  

 :  ١٢.  ١۷بیلګه 

وركړ شوې كرښه د  x¹=(1,3,2), x0=(1,2,3  (ټكو په لاندې
0v=x¹-x (0,1, 1)  

  توګه  لیكل كیږي له امله په لاندې
0 . (1,2,3) (0,1, 1)x x v      

  
 سكالار برابرونونه  په ګوته كوي درې دا لاس ته راوړنه  یا نتیجه موږ ته لاندې

1 2 31, 2 , 3x x x      

حالت  پارامترفورم په هواره كى د كرښي ځانګړى(   ٢۴.  ١۷دكرښى برابرونونو  ) 

  .وكتورونه دي، هر یو د دوه كومپوننتو سره v او  x,x0  :خوندي لري  

 

 :  ١۳.  ١۷بیلګه 

 :فورم د مساواتو كرښي كي د یوې هوارې په یوې

(1,2) (1, 1)x    1 .سكلار برابرونونونه   په ګوته كوي 21 , 2x x     

    

  :له منځه  یوسي  ر  څخه سړى كولى شي چى پارامت له دې

 1 2 1 11, 2 ( 1) 3x x x x        

 د y=-x+3 ولیكو نو لاس ته راځي y په ځاي  x2 او د  x په ځاي  x1 كه د

 

كه غواړو چى معلومه كړو چى ایا ټكى     .) 2.  16كرښي د برابرونونو نورمال فورم ) 

 x¹ په كرښه g (   ٢۵.  ١۷یړو چي كواوردینات یى  برابرون ) پروت دى،  نو باید وڅ

 ارزښت موجود دۍ - پوره كوي، كه نه.  دا په دى مانا چى ایا دده لپاره یو د    . 
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                ۵٢۳...                               وكتور شمیرنه  او ١۷                                      

---------------------------------------------------------------------------------- 

 :  ١۴.  ١۷بیلګه 

 

ټكي  لاندې
1 21)... ( 1,4,3),2)... (2, 2,1)x x      په

:كرښه (1,0,1) ( 1,2,1)g x    پراته دي كه نه ؟ 

 

1د دې  درې  برابرونونو   )١  :اوبیونه  1 ,4 0 2 ,3 1              له

2لاس ته راځي جملى د دوهم څخه    )او دا ارزښت لومړى او هم دریم مساوات ډكوي

1پوره كوي  1 2,3 1 2    امله ټكى له دېx¹   په كرښهg   پروت دۍ.   

 2ددې درې برابرونونو  )٢ 1 , 2 0 2 ,1 1        1له دویم لرو   

دۍ  نه g په كرښهx² دا ارزښت لمړي مساوات پوره كوي، مګر دریم مساوات نه: پس

  .پروت

   

كه د دوه كرښو   
1 2

1 2: ; :g x x v g x x w      غوڅټکىxS موجود وي باید ، 

  : مانا چى باید باوري شي د دواړه كرښو مساوات پوره كړي. په دې
1 2

Sx x v x w     

  
سكالار برابرونونه  دي چى د هغو له دوه وو څخه سړى  كتوربرابرون  درېدا و

پارامتره   شمیرلى شي. كه لاس ته راغلي ارزښتونه دریم مساوات پوره كړي، نو یو

پریټكى مخ ته شته، كه ناپاى زیات حلونه مخ ته پراته وي ، نو دواړه كرښى یو په بل 

  .پرتى دي

 

 

 

 

 

 

 

 

كرښو   د لاندې:   ١۵.  ١۷ بیلګه 

 غوڅټكى دې پیدا شي : 

1 2: (1,1,0) (1,3, 2), : (1,2,2) ( 1, 2,4)g x g x        
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...                                               وكتور شمیرنه  او ١۷                              ۵٢۴        

---------------------------------------------------------------------------------- 

  :اوبیونه  : غوڅټكي باید دواړه برابرونونه  پوره كړي: حل یا 

1 1 ,1 3 2 2 , 2 2 4              

سكالار برابرونونو  له لومړي مساوت څخه  لرو د درې     ددې له مخى او له دوهم

1برابرون څخه  لاس ته راځي :   1نو لرو  ډول دریم برابرون  هم  .  په دې

1د   g1كرښي پوره كیږي د غوڅټكي كواوردینات سیستم د   سره  لاس ته راځي:  

 xs =(1,1,0)+1.(1,3,-2 )=(2,4,-2 ).     

 

 

    د هوارې یا سطحې  وكتوریزه  انځورونه  ٢ . ١۷ . ۵  
 

 w او v او دوه نا غبرګو وكتورونو  x0 ځاى په هوا كى په یوه ټكي E هوارې د یوې

یا پراته  پراته ونیول شي x0 پیلټكي كیدى شي په  w او v یواځنى ټاكلى دۍ. د وكتورونو

  .  ) ١۴.  ١۷فرض شي( ش؟؟ څیره شته .   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                ۵٢۵...                               وكتور شمیرنه  او ١۷                                      

---------------------------------------------------------------------------------- 

كه پارامترونه وي چى ډیري كى ځغلي، نو كیدى  واك د رییل ګڼونویو له بل خپل

ډول انځور  لاندې په xپه خوښه ټكى  Eشي د هوارې

شي
0 , , ;....................(17,27)x x v w        . 

 

 غزیدلي ) پارامترفورم(  v,wټكي كى، له وكتورونو     x0مساوات چى د  Eد هوارې  

 

,هر جوړه ارښت R   یواځنى یوx E (  ٢۷.  ١۷ښایي. وكتوربرابرون   ) لاندې

 سكالاربرابرون  څرګندوي

 
0 0 0

1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3, , ;.............(17,28)x x v w x x v w x x v w              

    x0 , x ¹ , x² كه چیرې هواره په  درې ټكو 

غزوونكي   چي په یوه كرښه نه دې پراته وركړ شوي وي، نو كیدى شي چى د هوارې

 ډول انځورشي:  وكتورونه په لاندې  v=x¹-x0 , w=x²-x0 سره د  له دې

 :مساوات داسى دي هوارې

 
0 1 0 2

0( ) ( );.................(17,29)x x x x x x      

 

 :١۶.  ١۷بیلګه 

وركړ شوي   E کې د هوارېx0 =(-1,2,5),x¹=(2 ,3,-6),x²=(1,-4,3 (ټكو په درې

 برارون  دv=x¹-x0=(3 ,1,-11 ) ,w =x²-x0=(2,-6,-2) له امله په لاندې ډول دي:  
0 ( 1,2,5) (3,1, 11) (2, 6, 2)x x v w             

  :ددې نتیجى څخه  لاندې  سكالاربرابرون  لاس ته راځي

1 2 31 3 2 , 2 6 , 5 11 2x x x               

 

    بڼه(-مساوات  سكالارفورم) -د هواروبرابرون یا :۳ . ۵ . ١۷ 

 

 له پلوه یاله لارې هم  n او یوه په هواره نیغ ولاړ وكتور  x0 یوه هواره د یوه ټكي

یي بولي ( ؟؟؟  ) Normalvektor(یا نورمال وكتوریا، چى عمودي  یواځنۍ ټاكلى ده

  ١۵.  ١۷څیره شته  ش . 

هم  x-x0 ته بریدي وكتور x و x0 نو دا له .یو په خوښه ټكى وي x كى دې E په هواره

 .یو په بل نیغ ولاړدي x-x0 او n هواره كى پروت دى او وكتورونه دې  په
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...                                               وكتور شمیرنه  او ١۷                              ۵٢۶        

---------------------------------------------------------------------------------- 

 
 څیره څخه جوړ شوي سكالارځل  صفر دى په یو بل نیغولاړو ( اورتوګونال ) وكتورونو 

(  مانا چى باوري كیږي : دې  دا په دې برتله  شي (  ۸.  ١۷څ.  

 

 n(x-x0)=0,nx=nx0= c          ( 17 . 30 )  

  .په  ټكى   x0عمودوكتور، د هوارې  - nبرابرونونو  سكالار فورم ،  دهوارې

 

  :  ١۷.  ١۷بیلګه 

 

   n=(2,-2,1 ( په پروت دۍ او په هغه وكتور 2,-1,5)= x0برابرون چى ټكى)  د هوارې

  دى )نیغ (ولاړ   

  :له مخې په لاندې ډول دۍ c=nx0=(2-2,1).(2,-1,5)=4+2+5=11 د

 (2,-2,1).x=11 <=> 2x1-2x2+x3=11.  

.  ١۷په یوه سكالارفورم  اړول  بدلول )  (   ٢۷.  ١۷د هوارې مساواتو پارامترفورم  ) 

  .د پارامتر د له منځه وړلو له لارې لاس ته راځي(  ۳۰  

 

 :  ١۸.  ١۷بیلګه 

  : په پارامتر فورم وي مساوات دې وارېد ه
(1, 2,4) (0,1, 1) (1, 1,2)x        

 دا وكتور برابرون  لاندې درې سكالار برابرونونه  خوندي لري یا په بر كي لري یا  

  :ځایوي

1 2 31 , 2 , 4 2x x x             

 1: له لومړي لاس ته راځي 1x   
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                   ۵٢۷...                            وكتور شمیرنه  او ١۷                                       

---------------------------------------------------------------------------------- 

 له دې سره دا نور دوه برابرونونه  داسى دي                                          

2 1 1 2

3 1 1 3

1 2 3

2 1 1

4 2 2 2

1

x x x x

x x x x

x x x

 

 

          

         

   

 

 

 x=1(1,1,1-)د هوارې  برابرونونو  سكالار فورم:  

 

پروت دى چي  برابرون  یى  E په هواره x1 كه غواړو چى څرګنده كړو چى ایا یو ټكى

(   ٢۸.  ١۷په پارامتر فورم وركړ شوي ، نو باید مطالعه شي چى ددې كواوردینات ) 

: د كرښى مساواتوته ورته( . او یا سړى  ١۵،  ١۷ره كوي كه نه ) بیلګه پو برابرون 

پارامترفورم په سكالارفورم بدلوي او څیړي چى د ټكي كواوردینات دا مساوات پوره 

 .كوي، كه نه  

 

 :  ١۹.  ١۷بیلګه 

:په هواره ,x¹=(2-2,5  (ایا ټكى (1, 2,4) (0,1, 1) (1, 1,2)E x        

 پروت دۍ ؟ 
2برابرونونو ړي دوهاوبیونه : : دلوم 1 0 , 2 2 ,5 4 2                

   1څخه لاس ته راځي 1    

 

په  x1 مانا چي ، دا په دې  4-1+2.1=5  :دا دواړه ارزښتونه دریم برابرون  پوره كوي

- ( :برابرون  په سكالرفورم واړول شي پروت دۍ. كه د هوارې E هواره

x1+x2+x3=1  دې وكتل شي )، نو د ټكي ١۸.  ١۷بیلګه x¹ یواځي د كواوردینات دې 

x1,x2,x3لپاره  ځاي په ځاي شي ، چى معلوم كړو چى x¹ په هواره E  : پروت دۍ-

2+(-2)+5=1 

 

g:0 او د یوې كرښى   n.x=c:E  :هوارې د یوې x x v  ترمنځ  غوڅټكىxs كه( 

 x په برابرونونو  كى د امله د هوارې له دې g .پروت دۍ او هم پهE شته وي() نو هم په

0xلپاره  v ډول یو برابرون  د ځاي په ځاي كوو) ږدو(  او په دې لپاره لاس ته

راځي.كه دا برابرون  یواځنى یو اوبى  ولري نو غوڅټكى موجود دۍ ،    كه  اوبى  شته 

سره غبرګه ځغلي، كه ناپاي ډیر ې  E د هوارې g نه وي نو كرښهنه وي یا موجود 

 .پرته ده E په هواره g اوبیونې  شته وي  نو كرښه
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...                                               وكتور شمیرنه  او ١۷                             ۵٢۸          

---------------------------------------------------------------------------------- 

 :  ٢۰.  ١۷بیلګه 

:د كرښو  (1,0,1) ( 1,1,1)g x   هوارو ته وټاكل   پروت ځاي یا موقعیت دې لاندې

 شي:

1 2 3 1 2 3 1 2 3)..... 2 3 4, )...2 3, )...2 4a x x x b x x x c x x x         

 : د كرښي  برابرون   پوره كوي نو باوري دي xsاوبیونه  : دا چى لټونكى غوڅټكى

1 2 3

1 2 3

S

1 2 3

x =1- ,x = ,x =1+

a)  x +2x +3x = (1- ) + 2 + 3 (1+ ) =4 +4=-4, = -2

                      x = (1+2,-2 ,1-2)=(3,-2, -1 )

b) 2x + x + x = 2(1- )+ +(1+ )=0. +3=3 

  

    

   

 

 پرته ده  Eپهgپه خوښه،   لمدا

1 2 3c) 2x +x +x =2(1- )+  +(1+ )= 0. +3 = 4     

 .سره غبرګه ځغلي E سطحې  د  g شته  ، نوكرښه حل  نه 

   سطح ددوه 

  n¹.x = c1  : E1   

  غوڅكرښه دواړه برابرونونه  پوره كوي) دا دوه برابرونونهn².x = c2   : هوارې E2 او

 سره(.  دوه امكانات  شته  دي x1 ,x2 ,x3 نامعلومو دي، هر یو د درې

 .) كه شته   وي(  را پیدا كړى شو  g چى كرښه 

)ازاد پارامتر(، نور  سړی یوه واریابله یا اووښتونې په خوښه وټاکي  – ١

کې د کرښیزو افادو یا ویینو په څیر  له دواړو هوارمساواتو څخه په  دواړه

 کوي. او په دې ډول کرښیز مساوات لاس ته راځي. راپیدا

 
 : ٢١.  ۷ ١بیلګه 
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                   ۵٢۹...                            وكتور شمیرنه  او ١۷                                       

---------------------------------------------------------------------------------- 

 

 تمرینونه؛
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...                                               وكتور شمیرنه  او ١۷                                ۵۳۰       

---------------------------------------------------------------------------------- 
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                ۵۳١...                               وكتور شمیرنه  او ١۷                                       

---------------------------------------------------------------------------------- 
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              ...                                 وكتور شمیرنه  او ١۷                           ۵۳٢           

---------------------------------------------------------------------------------- 
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 ) sequences and series))لنډ: لړۍپرلپسى  او لړۍ  پرلپسى  ١۸

 

 یا ترادف او د ترادف سلسله

 

 

 

   پیل   ١ . ١۸  
 

 

د میلاد څخه دري سوه كاله د مخه یوه یوناني جنګسالار) نوم یى راڅخه هیر شوى، ددې 

سل  دا د ده له مخه كیشپ چى«خپلو عسکرو  څخه وپوښتل چى ، د بخښنه غواړم(  

» له تیز ولاړشي؟متره یى ترمنځ واټن دۍ، كله نیولى شي، كه دى له دې كیشپ سل ځ

نیولشوی . ځوابولو    دې ته طبعآ د لوستونكو فكر شته چى وخت باید په نظر كي نه وي

  .لوستونكى پخپله فكر وكړي ته دې ګران   

 

شمیرپوهنى ته راځو. داسى هم نه ده، ځكه چى موږ  دې برخى څیړنى سره لوړې موږ د

مو د اینتروالبندولو باندې خبرې ګڼونو تعریف سره سم چى هلته  -اعدادو یا  د رییل 

دۍ، د شمیرپوهني لوړه څیړنه وه. همدا ډول  تعریف كړى عددتوګه مو   كړي او په دې

مساواتو شمیرل او داسى نورې پوره دلوړې شمیرپوهني بیلګي  -د لاینیزو برابرونونو یا 

ي چى ځایه د شمیرپوهنى هغه ځاي پیل كیږ په ګوته كوو چى له دې لرو، خو دلته دا

امله مو د  وړاند  مو په پراخه توګه په كار اچولو ته راهڅوي او له دې شمیرپوهنیز فكر

 نیونه)لنډ: نیونه( یا فرضیه  اړیینه  وه چى دا برخه د لوړو شمیرپوهنو پیل په څیر وښایو

  .یا وبولو
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                                             پرلپسى پرلپسى  او لړۍ  ١۸                   ۵۳۴         

----------------------------------------------------------------------------------- 

 عداد  چى موږ ورسره مخ كیږو، ځموږ لپاره د څیړنى كیږي چى اځایه هغه  له دې

پوره څیړل  كیږي چى وروسته  ( ته هڅه كوي. دا قوانین همLimit هغوي یوې پولى)حد

  .تیریدنه ناشونى ده كار اخستلو لپاره ترې بیا په دیفرنڅیال شمیرنه كى

 

كنڅیپتونه ) خیال، چې یو څه څنګه وشي( ځموږ لپاره د  برخه كى لاندې په راتلونكى

 هڅى وړ ګرځي

  د كلیمى لیدوړه یا په خیال كى لرودونكى پیلونه - ١

  )ر كى راوړیدونكى د ټولو په غوره شننه ) تحلیلد لیدوړوالي یا فك - ٢ 

 یا  تعریفونو ټیكوالى،   د شمیرپوهنیزو پېژندو -  ۳

 هغو  وړاندنیونو یافرضیو ته پاملرنه چى د شمیرپوهنى قوانینو د باوریتوب ) اعتبار  - ۴

 (لپاره وي،

  په پام كي ونه نیول شي، د پرلپسى شننه، چى پوله ارزښت یى - ۵

  ګڼو دندو  حل  ، په ځانګړي توګه د دیفرنڅیالولو او اینتګرالولو  د - ۶

 .بالاخره د  پرلپسى لړۍ چى په لنډه توګه ىى لړۍ  بولو څیړنه - ۷ 

 .موضوع د پوره څیړلو ستونځي په كتاب كى د ځاي كموالي له امله شته دې دلته هم د

ساده او  پوهوړې بیلګې له داچى دا برخه یوه بنسټیزه برخه ده،  نو پیل یى  د  یوې  

  .لارې  كوو چي ماته خورا په زړه پورې هم  ښكاریږي

 

  كلمه یا د اعدادو ترادف دګڼونو پرلپسى ) لنډ: پرلپسى(    ٢ . ١۸  
 

 :    پیلبیلګه

 

 څنګه ټاكل كیدى شي؟  s = 3+7+11+...+395+399 زیاتون -جمعه یا پاي  
یو په بل  یو د بل سره جمعې یا  وګونو ګڼونوكیدى شي چي دا د پوره ستونځو سره د ی

قانونیت  (ګڼونپرلپسىاعدادو د ترادف )دې  وشمیرل  شي ترڅو چي د زیاتون له لارې

 پیداشوى وي: 

دۍ. +  ۴+ توپیر كیږي یعنى كمون  یا کمښت یي  ۴هر دوه ګاونډې توکي  یوله بله په

مخ  ته لاړه  او سپماوړ لاره  هم) استعمال(   په یوه شكلى     كیدى شي چى  دا کارونه

 شى او دا په لاندې ډول : 

(   ١١دریم  )  (   ۳۹۵او له اخر دویم  ) (  ۷، دویم )  (  ۳۹۹او اخر) (   ۳كه لومړى ) 

 زیاتوني او داسى نور سره زیات شي. دا په د جمعې اجزا یا  (   ۳۹١او له اخر دریم ) 
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       ۵۳۵                                  پرلپسى  او لړۍ  پرلپسى ١۸                            

----------------------------------------------------------------------------------- 

دې ټولو حالتونو كى همغه زیاتون ارزښت   یا  د جمع لاس ته راوړنه  وركوي یعنى 

۴۰٢  . 

   (زیاتوونو زیاتون ارزښتد جمعې اعزاوو د جمعې ارزښت) د یوګونو  دې اوس

 راپیداشي: 

ور زیاتیږي او  ۴دویم غړى له لومړى غړي داسى لاس ته راځي چى لومړي غړي ته 

 :نېعور زیاتیږي ، ی 4( ته n-1غړي پورې چى دلته و ) n همداسى ورپسى تر

  .n = (n-1)+4: 

، نو  396=   399 3-مړى غړى له اخر غړي كم كړو یعنىلاس ته راوړنى لو كه له دې

دي، نو  99 = 396:4 لاس ته راځي. داچى    ځله ترې 4( دا  n-1ددې كمون سره د  )

وي. په دې لاس ته راوړنو سره باید  100امله د پرلپسي د غړو شمیر  او له دې n باید

یا د جمعې اجزاوې ي زیاتوون 2توګه  ګڼونه سره زیات شي. كه چیرې په پورته 100

ترې لاس  402ځله زیات - 50یعني  50=  100:2سره  سره زیات شي، نو باید له دې

 دۍ: له دې امله د ټولو رامخ ته شوو د پرلپسى  غړو زیاتون دا» ته راشي

  50  .402  =20100 . 

 

ګڼه   دا  لوستونكو ته په روځنى ژوند كى هم څرګنده ده لكه د یو ټولګي د زدكوونكو په 

)نمره(  ترتیب،  یا په یوه  سیالۍ یا مسابقه كى د بریالیو ترتیب او داسى نورموجود دي، 

وڅیړو او وګورو چى په  موږ كوښښ كوو چى دا مسئلۍ   د شمیرپوهنى له لارې

  .پرلپسى څه شى ديترادف یا  شمیرپوهنه كى 

 ادف لیکو.ردې وروسته د رادف په ځا یواځي ت یادونه: موږ له

 

چى دا  ، ..... لرو )  دلته ټكي ټكي دا مانا لري۴، ۳، ٢، ١ګڼونه  -اعداد یا  عيیږ طبمو

 )پرلپسى ناپاى اوږدیږي 

دا هر  پیدایښتي یا طبعي ګڼ په یواځنى یو رییل ګڼ ترتیب شي یا یواځنى  كه چیرې

1ترتیب رییل ګڼ وښاىي یعنى 2 3, , ,.....a a a  او حقیقي اعدادو ،  نو د لته د طبعي

حقیقي په یواځنى   nعددتر منځ یو ترتیب منځ ته راځي. داچى دلته هر طبیعي اعدادو

ډېرۍ )تعریفډیرى  پیژندترتیب شوى نو دا ترتیب یو فنكشن دى چى د فنكشن     naعدد 

  .ده R ۍډیر حقیقي اعدادوده او ارزښتډیرۍ  یى د  N ډیرۍاعدادو ( دطبعي تعریفسټیا 

 

ته په  n په بنسټ یواځنى ټاكلى، چى n د ځاى  ګڼې )نمرې( an دلته د پرلپسى هر توکى 

، چې مانا یې :  Indices)زیات یې Index ( مسلكي نړیواله پیژندل شوې ژبه ایندكس

 ژند دخښه( یپ Index) .پیژند نخښه ده ، وایي
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                                             پرلپسى  او لړۍ  پرلپسى ١۸                    ۵۳۶        

----------------------------------------------------------------------------------- 

 الف :  ١.  ١۸پیژند تعریف( : 

1د پرلپسى   غړو 2 3, , ,... ka a a a ونمنديد یو ترتیب قانونیت یا قان( )na a n 

 .ځاى په ځاى شي  k...,2,3, 1اعدادلپاره پرلپسى طبعي nلاس ته راځي ، كه د

 

 د پرلپسى  پیل  غړی  بلل كیږي. كه د پرلپسى اخر غړي   پاى وي   1a پرلپسى كې

  .نو پرلپسى پاى او كه نه نو پرلپسى ناپاى ده  

 

 بیلګى

  ))  دا ورپسې مخ کې  بیلګې نورې هم روښانه دي 

1 2 10;... ², 1; 4;....; 100,..; ²;..n kI a n a a a a k      

 

     |D=N;W={naیو څلورۍ )مربع( ګڼ دۍ  naرته چې یچ{

 

1 2 10

1 1 1 1 1
2 { } { } ; 1; ;... ;...{ } { }

2 10
n n ka a a a a a

n n k
        

 
n

n n 1 2

3 17 22

3 -   {a }={(-1)}=> a =(-1) ;a = -1;a =1;

a = -1,...a =-1;...a =1 
 

 

بلل  Altrnating امله پرلپسى بدلیدونكى دې  پرلپسى   غړي  بدلى نخښى لري، له دېد 

 كیږي
1 1 1 1 1 1

4 { } {3 };4,3 ,3 ,3 ,... 3 ,..., 3
2 3 4

n k na a a
n k n

          

     

دا  ۰منځ ته راځي یا د اعدادو پرلپسې څخه مختلفى ګڼونپرلپسى  یا نظمقاعدې –د ترتیب 

 بل ډول رالنډوو پرلپسى ونومولى. چى پیژند  یى یو ځل بیا دلته په مو په لنډه  توګه.  

 

 

 :  ١.  ١۸ژند  ) تعریف( یپ
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          ۵۳۷                                   پرلپسى  او لړۍ  پرلپسى ١۸                            

----------------------------------------------------------------------------------- 

ترتیب  یا    رییل ګن باندې په یوه  یو یواځني   n=1,2,3,4,5 .....كه هر یو طبیعي ګڼ

1 تنظیم شي، نو په ترتیب ګڼونه 2 3, , ,.....a a a........         یوه  د ګڼونو پرلپسى

}  جوړوي، چى لنډ پرلپسى یى نوموو او ددې لپاره سړی داسى   لیكي: }na.  

}ته د پرلپسې na دې }na   n- غړی  ویل كیږيم. 

 

او حتى  2یا  0سړى كړى  شي چى د رییلګڼونو یا اعدادو د نمره كولو یا ګڼې   لپاره له 

  :څخه پیل وكړي،  یعني -  2یا  - 1له 

....a0,a1,a2 یا a2,a3,a4.... او  یا a-1,a0,a1,a2..... 

 

اچول كیږي، كله دا بسیا كوي  ګورو چى د پرلپسى لیكلو لپاره ځانګړي متودونه په كار

 مړي څو غړي ولیكل شيوچى د پرلپسى تعریف لپاره د پرلپسى ل

 

  ::  د بیلګي  په توګه  لیكو ١. ١۸بیلګه  .

 { } 1,2,3,...na    

 سره ، نو an = n د جوړولوقانون ،لب دىموخه یا مط  پرلپسى اعدادو او د طبعي 

                         { } { }na n      

 

       { } { ²}na n {an}:1,4,9,16,25...=>             

 (<=)نا چىعم دا په دې

  

            {an}:2,3/2,4/3,5/4,6/5 ....=>           

 {n/(n+1)}={an}  یا په دې مانا چى

              {an}:1,1/2,1/3,1/4,1/5,1/6 ...=>        

مانا چى په دې

1( 1)
{ } { }

n

na
n


 

  

{an}:1,1/2,1/3,1/4,1/5,.. =>            

 {n/(n+1)}={an} مانا یانې په دې   

 

 پیلبیلګه:   
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                                             پرلپسى  او لړۍ  پرلپسى ۸١                  ۵۳۸          

-----------------------------------------------------------------------------------

دشمیرپوهنى یوه ښوونكى لپاره په ښونځي كى یو ځاي تش یا  خالي دۍ. ددې ځاي لپاره 

پوښتنه  وركړ شوي چى    كاندید كړى. دوي ته لاندې دوه كسانو الف  او ب  ځانونه

 اوبى یا حل یى كړي: 

وركړ شوي. درې نور ګڼونه باید داسى ور واچوى چى  ١،۳،۷،١۵،۳١پنځه ګڼونه      

  .دا ګڼونپرلپسى  موخه وره یا هدفمنده مخ ته ولاړه شي،  یا مخودیزه شي

   ۰نو  اوبى كوي دواړه كاندیدان دا دنده یا پوښتنه په بیلو ډولو

  كاندید ب داسى فكر كوي     ۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰کاندید الف داسى فكر كوي  

       1 - 2 كوچنى دۍ:  ١څخه په  ٢لومړى ګن له   ۰ ۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰د ١لومړى ګڼ 

 :كوچنى دۍ ١څخه  ۴دوم ګڼ له      ۰۰۰۰۰۰۰دویم ګڼ لاس ته راځي، كه د لومړي   

  1- 4 = 1- 2²           ۰۰۰۰۰۰۰۰و :    ورزیات كړ ١دوه ځله ته  عدد

                2.1 + 1 = 3  

 :كوچنى دى ١په  ۸دریم ګڼ له         ۰۰۰۰۰۰۰۰دریم ګڼ لاس ته راځي كه د دوم  

 ۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰ور زیات شي ١ته  ګڼ دوه ځله 8-1=2³-1 

             2.3 + 1 = 7    

   :كوچنى دۍ ١څخه په  ۶۴ام ګڼ له - ۶    ۰۰۰۰۰ام ګڼ لاس ته راځي كه د پنځم- ۶

     ۰۰۰۰ور زیات كړو:     ١دوه برابره ته   ګڼ 
664 1 2 1 63      

     2.31 + 1 = 63   

72اوم ګڼ دۍ:    ۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰اوم ګڼ دۍ   1 128 1 127     

  2.63 + 1 = 127  

 دۍ ۸ګڼ   ۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰دۍ  ۸ګڼ 

     82 1 256 1 255   1 = 255-)............2.127  

 

پرلپسى لومړني پنځه  د شمرپوهنى له مخى دا پنځه له مخه وركړشوي ګڼونه د یوې

 توکي  دي. دا پنځه  توکي له

 a1 , a2 , a3 , a4 , a5,   

 سره ښایو. 

  a1=1,a2=3,a3=7,a4=15,a5=31  اوس  زموږ په دې  بیلګه كى داسى لرو: 

هم وركړ شي،  نو دا به تصادفي توکي  كه وغوښتل شي چى د دې پرلپسى نور توکي دې

نه وي،  بلكه یوه جوړه شوې قاعده یا لاس ته راوړې قاعده به وركړي، لكه څنګه چى 

پسى راتلونكى  توکى د پخوانى  او یا له وروستني  توکي څخه د مخه توکى په   یو په بل

   :ډول ده ثبیت یا ازمویني وظیفى شمیرپوهنیزه فرمولبندې په لاندېراځي.ددې ت لاس   
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              ۵۳۹                               پرلپسى  او لړۍ  پرلپسى ١۸                            

-----------------------------------------------------------------------------------

سره   a1=1,a2=3,a3=7,a4=15,a5=31 دې د یا د اعدادو ترادف د ګڼونپرلپسى

  .وټاكى a6,a7,a8 وركړ شوي وي. یوجوړښتقانون یا قانونمندي او توکي

  :چى په لاندې توګه انځور شيشي یا حللارې كیدى -د دواړو كاندیدانو د اوبیونې    

           

 ب

 

 

 

 

 

 

 فال

 

=  2.1+1=3 

 

. 

. 

 

 

                  

 په ټولیزه )عمومى (  توګه لاس ته راځي   

 

( )k N  k-م  غړی          ( 2)k N k      k -م غړى      

 په كوم كى چى  ۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰په كوم كى چى  

2kله  1   ۰۰۰۰۰زیات شي   1ته  رابرهدوه ب م غړي -) k-(1د

ka  كم شي 

     12. 1k ka a                                      2 1k

ka    

م غړي پوښتنه  - ٢۰اوبى  كړ. كله چى د پرلپسى  حل یا دواړو كاندیدانو پرابلم سم  

 ب په ګټه كى دى . ولى؟  نو كاندید وشوه ، 

 دا  امله دوي یدان كولى شي چى د پرلپسى هر په خوښه توکى پیداكړي، له دېدواړه كاند

پرلپسى یواځنى وټاكله.  كاندید الف دا پرلپسى داسى حل كوي چى تل باید له مخه غړي 

.12څخه ورپسى توکى لاس ته راوړي، یعني 1k ka a   

 . 
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                                             پرلپسى  او لړۍ  پرلپسى ١۸                     ۵۴۰       

----------------------------------------------------------------------------------- 

ه د پرلپسى دا باید هر د پرلپسى د مخه  توکى وپیژني. دې ډول  شمیرلو ت

په څټ ځغاسته (   انځورونه وایى . مګر ب  recure لاتین، له  recursiveیو)زركور

كاندید دا خورا ساده او زر شمیرلى شي، دى  چې كوم  توکي  غواړي پیدا كړي،  هغه 

2سملاسي لاس ته راوړى شي یعني 1k

ka    

لاتین خورول، روښانوول(  یعنى روښانه  explizite (دې ډول ښوونلار ته ایكسپلیڅیت

  .انځورونه وایي

  :وي ردا لاندې د كور كا د لوستونكو لپاره دې

په   م غړى وشمیرى ، ركورسیو او ایكسپلیڅیت. یانى د الف او ب١ - ٢۰د پرلپسى 

   .څیر 

 

 بیلګه:   

1 او   a1 = 5یوه پرلپسى د ² 1k ka a   ې پرلپسى لومړنى پنځه سره وركړ شوې. دد

  .توکي وشمیرۍ 
  حل:

1

2

2 1

2

3 2

1

4 3

5

1 25 1 26

1 676 1 677

1 458329 1 458330

a

a a

a a

a a



    

    

    

     

 بیلګه : 

2 او     a1 = 1یوه پرلپسى د 1.k k ka a a  ده سره وركړ شوې. 

 . ددې پرلپسى لمړني پنځه  غړي وشمیرۍ 

  : اوبىونه
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            ۵۴١                                 پرلپسى  او لړۍ  پرلپسى ۸١                            

-----------------------------------------------------------------------------------                                                         

 :پوښتنى  

 شمیرۍ پرلپسې رکورزیو ورکړ شوې غړي و ١۰لاندنۍ پرلپسى لمړني  د هرې

 
 

       بیلګه :  

د دې پرلپسى لومړني پنځه  توکي  .ده سره وركړ شوېak=k²/(k+1 یوه پرلپسى د )

 وشمیرۍ 
  : اوبى

 
 بیلګه : 

پرلپسى د 
( 1) 1k

ka
k

 
 ده سره وركړ شوې م او - ١۵م - ۸م، - ۳د دې پرلپسى .

 م  توکي وشمیرۍ- ٢۰

        یا حل: اوبی 
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                                             پرلپسى  او لړۍ  پرلپسى ١۸                     ۵۴٢        

-----------------------------------------------------------------------------------         

 پوښتنى :

 م  توکي وشمیرى– ۴۵م او - ٢۰پرلپسیو لومړني پنځه توکي ،  د لاندې

1

² 1
) 2 1; ) ² ; ) ;

1

² 1 1
) ; ) ( ) ; ) 1 (1/ 2) ;

1 10

) 1 ( 1/ 2) ; ) 1.2.3....

k k k

k k

k k k

k

k k

k
a a k b a k k c a

k

k
d a e a f a

k

g a h a k




    




    



   

 

 

كى د  په كارتیزي كواوردیناتسیستم

انځورونه لاس ته  پرلپسى د ګراف یوې

 كواوردینات- x  هر توکى د راوړو،  كه

  توکي نمرې باندې د پرلپسى هر توکى د

k سره  كیښول   كواوردینات -y شي او د

 سره   ak د نمرې هر غړى د غړې باندې

 و كښل  شي

 

 

 

 پوښتنى : 

  .كواوردیناتسیستم كى وكاږۍ پرلپسیو ګراف په كارتیزې د لاندې

 له دې ځایه وروسته بیا پیل دۍ

 
 

 مونوتونى  پرلپسى   یوغږیزې یا ١ . ٢ . ١۸  
 

   ak = 2k - 1 بیلګه : د  غړو 

کله توګى او کله کله غړى نومونه کارولى، په په پرلپسى کې یو غړى د پرلپسى  ) ما کله

غړى ،دۍ او د یوې ډیرۍ  یو د هغې ډیرى توکى دۍ، دې ته به د ګرابو لوستونکو پام 

 وي (

  :دا باور لري . سره پرلپسى هر توکى د مخته تیرشوي  توکي لوي دۍ
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         ۵۴۳                                    پرلپسى  او لړۍ  پرلپسى ١۸                            

----------------------------------------------------------------------------------- 

k د ټولو     N لپاه  
 

  :حل یا ثبوت 

 

                            
                                   

 الف:   ٢.  ١۸تعریف 

 

 (strictly monotonic increasing) یوه پرلپسى

جګیدونكى ده یا کره مونوتون  جګیږي، كه  دا لاندې باور   یا کره  مونوتون –په کلكه  

 ولري :

 k  د ټولو N لپارهak+1> ak     

 پرلپسى لپاره باوري وي كه د یوې

 k*د ټولو  N   لپاره  ak >ak+1         

 پرلپسى څخه غږیږو  monotonic increasingنو دلته د مونوتون جګیدونكى

 

 بیلګه : 

 د پرلپسى د  توکو

  ak = 10 - 4k   

   .سره هر غړى د مخ ته تیر غړي څخه كوچنى دۍ 

  : لرو

+1 < ak   ak   د ټولو *k N لپاره  
                                                             : اوبىونه:

                     (ak+1 = 10 - 4(k+1 

                     =10 - 4k – 4   
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                                             پرلپسى  او لړۍ  پرلپسى ١۸                    ۵۴۴        

----------------------------------------------------------------------------------- 

                        =(10-4k)-4      

                             = ak – 4         

                                       < ak 

 

 :  ۳.  ١۸پیژند) تعریف( 

 strictlymonotonic لویدونكى -یوه پرلپسى په كلكه مونوتونټیټېدونکى یا 

decreasing ده، كه لاندې باور ولري:  

     k د ټولو N لپارهak < ak+1     

کې او همداسې که ورپسې داسې څه راشي كه په یوه پرلپسى كي باور ولري) په پورته 

 کا د ان توکى دۍ(

 k د ټولو   N لپارهak+1  <a1    

 یا مونوتون ټیټېدونکى -موتون لویدونكى یا -یوغږیز نو دلته د

monotonicdecreasing  دي پرلپسى څخه خبرې. 

 

 پوښتنه: 

، كوم شرطونه  ak+1 - akكمون یاکمښت د یوې  پرلپسي دوه ګاونډیو غړو   توپیر یا

 صدق ولري   باید پوره كړي، چى دا لاندې

  كلكه مونوتون جګیدونكى وي  ) الف

   لویدونګې وي–ب (  كلكه مونوتون  ټىټېدونکي یا 

 پ( مونوتون جګیږي        

  ت ( مونوتون لویږي؟       

 سره  د  aK=(k+1)/(k+2)د اوبیونې   په مرسته كیدى شي، چى د توکي   ددې دندې

  : ډول وښوول شي پرلپسى مونوتونى په لاندې

 

 
 

 ( =>) ak<(ak+1) همداسى ak+1-ak>0 له
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           ۵۴۵                                  پرلپسى  او لړۍ  پرلپسى ١۸                            

-----------------------------------------------------------------------------------

k* د ټولو N پرلپسى په كلكه مونوتون جګیږي لپاره لاس ته راځي، چى وركړ شوې.  

 

  اریتمیتیكي پرلپسى  ٢ . ٢ . ١۸ 
 

    .ي دۍلو  3هرغړی   د خپل مخكښ غړي څخه په    14;11;8;5;2د پرلپسى    .....  
 ددې پرلپسى لپاره وركړۍ

   الف) یوه ركورزیف انځورونه 

 ب( ) یوه اكسپلیڅیت انځورونه . 

 

 پاملرني ارزښت لري، په دې ډول چى د دوه په خوښه ګاونډیو  ځنى پرلپسي د ډیرې

 موجود دۍیا تابع  ترمنځ یو ثابت ) تل همغه( بلواك  ak+1 او ak غړو

پسى تیپونه ) ډولونه ، رقمونه ( په ځانګړې توګه څرګند غواړو چى دداسى دوه مهمو پرل

  :ونیسو راوباسو یا بهتره تر څیړنى لاندې

      

 :   ۴.  ١۸تعریف(   )پیژند 

یا ګڼونشمیرنیزې  پرلپسي یالنډ:  شمیرنیزې پرلپسى كي د درې    -په یوه اریتمیتیكي

 : نځ دىتوکو  منځنى  توکى د دواړو دباندنیو توکو اریتمیتیكي  م

 
1 1

2

n n
n

a a
a  

 

په یوې ځمککچیزې لپسى)ټاکونی یا پیژند  وروسته راځي(  كى د درې یو په بل پسى 

 :توکو منځ غړی د دوو نورو دباندنیو  غړو  ځمککچیز یا  هندسي منځ دى

1 1.n n na a a  

                                 

  :میرنیزه پرلپسى څیړولومړى اریتمیتیكى یا ش 
او هر ورپسى راتلونكى  ۵غوښتنه)ثبوت(: یوه پرلپسى وركړى، چى لومړى  توکى یي 

 كوچنى وي ١٢توکى یى له مخ غړي څخه په 

   الف (  ددې پرلپسى لومړي پنځه توکي وشمیرۍ 
 ب(  د پرلپسى ركورزیف انځورونه وركړۍ

  پ(  د پرلپسى اكسپلیڅیت انځورونه وكړۍ

  .ي وشمیرۍ(  توک ١۰۰، ۳۵،۵۰،   ٢۵م )  - ٢۰د پرلپسى ت(  
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                                             پرلپسى  او لړۍ  پرلپسى ١۸                    ۵۴۶        

----------------------------------------------------------------------------------- 

 :      ۵.  ١۸یا تعریف    پیژند

 

دوه پرلپسى توکو كمون  یاکمښت    اریتمیتیكي پرلپسى بلل كیږي، كه د  an یوه پرلپسى

1   :تل ثابت یا همغه  وي 1n n n na a d a a d       

 

  : بیلګې

 

  2...;35;32;29;...;14;11;5,8;  لاندنى پرلپسي  - ١

  a1 = 2 پرلپسى ده چى لومړى توکى یى   Arithmeticيیوه اریتمیتیك              

  .دى  d = 3  او ثابت یا همغه کمون یا کمښت یا  فرق یى             

اریتمیتیكي پرله پسى ده چى لومړى   ...;34- ,23- , 12- , 1- ; 10 دا پرلپسى - ٢

 ده d=-11 دى او a1=10 توکى     یي  
 

nكه په هر پل) قدم(  كى فنكشن  N>an ; —n په همغى زیاته وونېd   زیاتیږي یا

 لپاره ثابت دۍ(  نو باید اریتمیتیكي پرلپسى یو لاینیز فنكشن d=0 ( همداسى كمیږي) 
په جګوالي . دا د لاندى اند لاس ته راوړنه یا  فكر    d ( دD = Nلاینیز  بلواك( وي )

 لاس ته اوړنه  ده:

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

  

نومیږي) یادیږي یا بلل   a1 -d توکى یا همغه    دى او ثابت d د لاینیز فنكشن جګوالى

  )كیږي  

 محورغوڅى - y په جګیدو او د  d=2 د دلاینیز فنكشن په څیر دۍ،   an=2n+1 دلته

a1-d=1  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          ۵۴۷                                   پرلپسى  او لړۍ  پرلپسى ١۸                            

-----------------------------------------------------------------------------------

  :له دې سره د پرلپسى د هر توکي د شمیرلو امكانات وركړ شوي دي

 

 :  ۶.  ١۸تعریف 

 

 :قاعدې له مخي  داسي ورکړ شوى م  توکى د - nیا شمیریزه پرلپسى كى -په اریتمیتیكي

                       an=an-1+d=a1+(n-1).d  

 

  :بیلګى

 

 وركړ شوې.   53 , 2,19,36 ,...    اریتمیتكي پرلپسى - ١

  .ده a20 غوښتونکې

  a1=2,d=17,n=20 داسى لرو:

  a20=2+19.17=325   an=a1+(n-1).d      نو  

 وركړ شوې دې وي - ٢

 a1 = -o,5 اوa10 = -44,5   

  :ده d غوښتونكې 

 an=a1+(n-1).d<=>(an-a1)/(n-1)=d =>  

d=(-44,5+0,5)/(10-1)=-44 /9  

 

  هندسي پرلپسى یا  –ځمککچیزې ۳ . ٢ . ١۸

 

  ) )تل( همغه ارزښتیز( فنكشن سره، د  اوس غواړوهغه د مخه ویل شوى ،د یوه ثابت

 ى ونیسوم تیپ د دوه غړو ترمنځ  تر څیړن- ٢پرلپسى 

 

   پیلبیلګه :   

 

د كار ورځى).  ٢۰یو هوښیار زدكړى غواړي په رسختۍ كى یوه میاشت كار وكړي) 

وړاندیز ورته مخ  دۍ  كاروركوونكى ته وایي، چى دۍ ارزانه كار ورته كوي او لاندې

دوه ځله د دریمى  ډالره وي د دویمى دې  0,05د لمړى ورځي معاش دې  « ته كوى 

نور،   ى ورځي دوه ځله څلورمه ورځ د دریمى ورځى دوه ځله او داسيورځى د  دویم

  او څلورمه  0,20، دریمه ورځ 0,10وي نو دومه ورځ  0,05یعنى لمړى ورځ كه 
 ډالره  معاش كیږى او داسى  نور  0,40ورځ 
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                                             پرلپسى  او لړۍ  پرلپسى ١۸                   ۵۴۸         

----------------------------------------------------------------------------------- 

  د پوښتنه : 

 

    مى یا لومړۍ  ورځى– ١د الف(   

 مى ورځى - ١۵د  ب (

  مى ورځى - ٢۰پ (  د  
پرلپسى  و   وشمیرل شي، لاندېكه په ډالر )عدد(معاش څومره كیږي. اندازه ګڼ

  :جوړوي

 0,05;0,1; 0,2; 0,4;0,8; 1,6; 3,2,......   

 

 پوښتنه : 

 

 ددې پرلپسى لپاره

   الف (  ركورزیف انځورونه  

 ب (   اكسپلیڅیت انځورونه وركړى

 

 : ۷.  ١۸پیژند  

 

یوبل  د دوه  هندسي بلل كیږي، كه an هندسى پرلپسى (   یوه پرلپسى) ځمککچیزې یا  

 وي:  q پسى غړو ویش  ثابت)) تل( همغه(

1 غړى یا په بل  ډول یا په بل عبارت : یوه پرلپسى چى لومړى 0a   وي اود  همغه

ځمککچیزه  یا هندسي    سره د تل ځلونى  څخه لاس ته راشي،   q ګڼ یعنى ثابت  ګڼ

 .پرلپسى بلل كیږي

; { }\{0}n N q R     د ټولو
1

1; .n
n n

n

a
q a a q

a


  لپاره 

 

    d      +d     +d      +d+ یو ځل بیا یوځاى                              

 ...a1    a2      a3      a4   a5 اریتمیتیكي پرلپسى 

 a1    a2      a3     a4    a5     هندسي پرله پسى..... 

  .q      .q     .q     . q                   
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             ۵۴۹                                پرلپسى  او لړۍ  پرلپسى ١۸                            

-----------------------------------------------------------------------------------

ځل یا ضرب څخه لاس ته راځي،  q مړي غړي سره دد هندسي پرلپسى دوهم غړى  دلو

 ‹— n هندسى پرلپسي  امله دا د ټولو وروسته راتلونكو غړو لپاره باوري دي. له دې او

an یا د جګګڼ بلواک  ښایي  چى   اكسپونینشل فنكشن q د بنسټ په توګه لري: 

1 1

2 1

3 2 1

4 3 1

n-1

n n-1 1

n-1

1

 a  = a        

a  = a .q 

a = a .q = a q²            

a  = a .q = a .q³

.

.

.                        

a = a .q = a .q

_____________________

f(n) = a .q

     

 

 :     ١۸جمله 

 

 كیږي له مخي شمیرل قاعدې م  توکى د لاندې - nىپه هندسي پرلپسى ك                 

                             
n-1

n n-1 1a = a .q = a .q 

 :بیلګى
14

15 3.2 29152a  a1=3 , q=2 ,n=15 =>    -1                        

             2 - a1=19,q=1,01,n=100 ;  

a100= 9919.1,o1= 50,88263639 

 

 جمله : 

 

لپاره  كلك مونوتون  q > 1 یوه ځمککچیزه  پرلپسى د زیاتیز  یا مثبت پیلتوکي سره  د

 لپاره كلك مونوتون   لویدونكى ده  q<1>0  د     جګیدونكى ده
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                                             پسىپرلپسى  او لړۍ  پرل ١۸                     ۵۵۰       

-----------------------------------------------------------------------------------

 غوښتنه : 

 

 لومړني غړي وشمیرۍ ١۰پرلپسیو  د لاندې

 
        غوښتنه : 

 

 پرلپسى د مونوتون خویونو له پلوه وڅیړۍ

 
     

  لړۍ    الف  ٢ . ١۸
 

   0,05د هغه كارپلټونكى زدكړي وړاندیز ته بیرته پام راګرځوو، چى د لمړى ورځي 
  0,4، د څلورمى ورځي اجوره یى  0,2د دریمى ورځي   0,1اجوره د دویمې  ورځي 

  .وه او داسى نور ډالره 
  :په هغه وخت كى داسى پوښتنه رامنځ ته شوې

  ره اخلى ؟لپاره زدكړى څومره اجو مى ورځي - kد

  ځمککچیزې  لړۍ ته  لارښودوي د  دا مو یوې
k-1

ka   .سره 0,05.2 =  

  .مى ورځي اندازه ګڼ یا د اجورې معیار دى -kم توکى د -k د هغي    

مى ورځي  لپاره  - kمانا چى زدكړى د دا په دې
k-10,05.2  دالره  اجوره یا معاش

  .اخلي
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          ۵۵١                                   پرلپسى  او لړۍ  پرلپسى ١۸                            

----------------------------------------------------------------------------------- 

 كه غواړو چى وښایو چى زدكړۍ په لومړیو پنځو ورځو كى څومره اجوره اخلى ، نو 

لومړیو ورځو اجورې  ځککچیزه  پرلپسى، د باید د
k-1

ka سره، یو بل سره  0,05.2 = 

 زیاته كړو

 0,05+0,1+0,2+0,4+0,8 = 1,55  

 ډالره معاش اخلي  1,55دا زدكړى د لومړیو پنځو ورځولپاره  ورځو    nكه د لومړىو

 ځي :غړو سره لاس ته را سره وښایو ، نو یوه لړۍ د لاندې Sn اجوره په

 
 

 غوښتنه: 

كه  د  وركړ   ۰مخ ودیزه كړى( م توکي پورې پر مخ وده وركړى)  - ١۵پرلپسى  ته د 

   a1,a2,a3 .... پرلپسى ، چى توکي یى شوې

 زیاتون جوړ شيجمعه یا   دي، دتوکو یو په  بل پسى
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                                             ۍ  پرلپسىپرلپسى  او لړ ١۸                    ۵۵٢        

----------------------------------------------------------------------------------- 

   ۰لاس ته راځي...,S1,S2,s3 نو یوه پرلپسى  

 

 : ۸.  ١۸تعریف یا  پیژند 

 

  ...S1;S2;S3 پسىڅخه جوړه  شوې پرل...;a1; a2; a3 پرلپسى     د یوې

 د ركورزیف انځورونى   1 1 1 s ; n n na s s a     

 .سره  پرلپسې لړى ) د پرلپسیو لړۍ( یا لنډ :  لړى  بلل كیږي

   
 بیلګه : 

  :ډول ده لړۍ په لاندې جوړې شوې پرلپسى څخه جوړه شوې سره  ak = 2kد                                                                                          
1

1s 2 2     

 
 

 بیلګه : 

 

                                                                                                                                     :ډول ده سره جوړه پرلپسى څخه جوړه  شوې لړۍ، په لاندې ak = (2+3k)/(k+1) د
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        ۵۵۳                                     پرلپسى  او لړۍ  پرلپسى ١۸                            

----------------------------------------------------------------------------------- 

       
  پوښتنې: 

 

 وركړۍ Snلړى  توکي  پرلپسیو څخه جوړه شوې د لاندې 
  

                      
 

 :   ۹.  ١۸پیژند  

نیسو،  دا  څه چى  په  پام  كى یا جمعه کو یو له بل  سره زیاتونود اریتمیتیكي پرلپسى ت

 بولو: (لړۍ لړۍ پرلپسې ) لنډ:  ه  اریتمیتیكيلاس ته راځي،  هغ

                         sn = a1 + a2  + .... + an  

 

موږ دلته بیا پیل بیلګه را اخلو، چى د اریتمیتیكي لړۍ ) داد پرلپسى زیاتون پرلپسى ده 

  و بولو(» لړۍ «وروسته  چى د لړۍ پرلپسي یى غواړو ونومو او په لنډه توګه یى له دې

زیاتون او  په ټولیزه توګه لړى زیاتون وشمیرو. ټاكونكى زیاتون له مختلفو لورو موږ 

 :دوه واره لیكو، چى دواړه هغي پسى زیات كړى شو یا یي زیاتون ونیولى شو

 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 
   

                                             پرلپسى  او لړۍ  پرلپسى ١۸                    ۵۵۴        

----------------------------------------------------------------------------------- 

 

 :سره سم د اریتمیتیكي لړى زیاتون دۍ د پورته شمیرني
1 2(

2
n

n a a
s


 

وکارل   ځاي په ځاي شي او د اسانتیا لپاره كموتاتیو قانون  an=a1+(n-1)d كه دلته د

  :ښي خوا ته راوړو، نو لاس ته راوړو n /2 مانا چي شي، دا په دې

1
1

(2 ( 1) ) ( 1)
 .

2 2
n

a n d n n dn
s n a

  
   

 

  :بیلګې

   

;503   لومړۍ: 7; 50 (2.3 49.7)50/ 2 8725aa d n s      

50 :كنترول 49.7 346a      او له دې 

50

(3 346)50
8725

2
s


  

  سى ویشل كیږي چى هر یو مشر د ورپسى د شپږو ورونو ترمنځ دا یو میراث -دویم 

افغانۍ رسیږي.  17000افغاني زیاتي اخلي، د ځوان ورور   4700مشر ورور ځخه 

 اخلي؟ څومره دۍ او هر یو ورور ځومره میراث معلوم كړۍ چۍ میراث

 a1=17000;d=4700 ,s6=6/2(2.17000+5.4700)=172500  

 افغانئ

   ډول پیسى اخلي ورونه په لاندې

 افغانۍ ،  26400افغانۍ،    21400افغانۍ ،  17000 

   .افغانۍ  40500افغانۍ او   35800افغانۍ ،  31100

 

لكه څنګه چى د اریتمیتیكي لړۍ زیاتون پیداكیږي، همداسى د هندسي لړۍ زیاتون  هم 

        بیلګه كى ځانګړى  یا ځانیزشي - ١پیداكیدى شي. عمومي فرمول به په پورتني 
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                      ۵۵۵                       پرلپسى  او لړۍ  پرلپسى ١۸                                      

----------------------------------------------------------------------------------- 

پراخه شوې   q څخه په sn د لړۍ) مشخص(. د زیاتون فرمول لاس ته راوړلو لپاره  

  :ډول لړى لږو توکو ته لږیږي لړۍ كموو. په دې

 

  :ځمککچیزې  یا هندسي لړىپرلپسې )لنډ: لړى( ١الف . ٢ . ١۸ 
 

  .د ځمککچیزې  پرلپسى څخه جوړه شوې لړى ځمککچیزه  لړى  بلل کیږي 

 د هندسي پرلپسى  د
13.2ka  ډول ده ړى په لاندېڅخه جوړه هندسي ل:  

 
    

 جمله : )اكسپلیڅیت انځورونه(:  

 

توکي سره جوړې پرلپسى څخه    ak = a1 +(k- 1).d  د ځککچیزې  پرلپسى د

  :شوې هندسى لړۍ لپاره صدق كوي جوړې

     Sn = a1+a2q+a3q²+...+a1qn-1=a1(qn-1)/(q-1); 

q|=0;Sn=n.a1        q = 1 

1qد   :اوبى    :لپاره باور لري 

 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 
   

                                             پرلپسى  او لړۍ  پرلپسى ١۸                  ۵۵۶          

----------------------------------------------------------------------------------- 

 لپاره د ګرانو لوستونكو د كور كار دى q = 1 بى دغوښتنه: او.  

 

سره وركړ شوې.  an  = 3.2n-1 ام غړي-n دلته یو بل ډول  ښوونه پلى كوو: پرلپسى د

  .توګه  د لړۍ غړي لږو غړو ته رالږیږي دلته په دې

 
   ----------------------------------------------------------------------- 

مون یا کمښت  وروسته د لړۍ په كىڼه  لور ټیك) یواځى(   پورته لیكى  لومړى له ك

كوي، د  توکى  او د لاندې كرښى اخرنى توکى پاتیږي، نور ټول توکى یوبل سره لرې

  بیلګي په توګه                     a2-a1.q=0   او یا  an-an-1.q=0       

اخستلى شي ، په لومړي حالت  ١ارزښت  نه ارزښت صفر او نه  q  دا روښانه ده چى

 كه به مو پرلپسى

 a1,0 , 0 , 0 , 0.......  

  سره سر او كار وي a1, a1, a1 ,a1لرودى او په دوهم حالت كه مو د پرلپسي   

 

 :بیلګي
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        ۵۵۷                               پرلپسى  او لړۍ  پرلپسى ١۸                             

----------------------------------------------------------------------------------- 

 كنترول: 

            
 

  اریتمیتیكي لړى ٢الف  ٢ . ١۸  
 

دلته غواړو چى یو ځل بیا لنډ مګر د یوه لوي سرلیك په څیر  اریتمیتیكي لړۍ ته یو نظر 

لړى اریتمیتیكى لړى  د اریتمیتیكى پرلپسى منځ ته راغلى یا جوړه شوې یوه .واچوو

 د  .نوموو

 ak = 15 + (k - 1 ).4    

  :ډول ده لړى په لاندې سره جوړه اریتمیتیكي پرلپسى څخه جوړه شوې

 
 جمله : ) د اریتمیتیكى لړى اكسپلیڅیت انځورونه(: 

 

   ak = a1+(k-1).d   د

  :اریتمیتیكي لړى لپاره صدق كوي   sn لړى څخه جوړه شوې سره اریتمیتیكى پرلپسى 

      

 
         

  :اوبى
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                                             پرلپسى  او لړۍ  پرلپسى ١۸                   ۵۵۸         

----------------------------------------------------------------------------------- 

 
 غوښتنه: 

 

  sn=(n /2)(a1+an) د sn=(n/2)(2a1+(n-1)d وښایي چى

 سره په یوه مانا دي

 

 د پرلپسى او لړیو پولى ۶ . ١۸
 

   موږ تراوسه داسى لړیو سره سراو كار لروده چى اخرنى توکي یى لاس ته 

كیږي. داسي فكر هم كیدى شي چي د لړۍ راوړونكي وو. داسى لړۍ  پایلړۍ  بلل 

اخرني غړي موجود نه وي، یعني لړۍ دې په خوښه دوام پیدا كولى شي. په عمل  كى 

داسى  پرابلمونو سره مخامخ كیږو چى دا مو ناپاى لړیو ته هڅوي. دا څرګنده ده، چي 

تلى  او داسى لړى اریتمیتیكى لړى نه دي، كم له كمه به ى اخرنى غړى په پوښتنه كى را

 یا د پاىډیرو غړو زیاتون، په اریتمیتیي لړى كى بي مفهومه دۍ، ځكه چى دواړه لویي د

n  د ارزښت سره په ټولو پولو لویږي په هندسى لړیو كى هم په یوه ناپاى لړۍ كى د

سره |q| اخرني غړي او یا زیاتون پوښتنه بي مفهومه ده. دا روښانه ده چى د پیل غړى د

  .لپاره باور لري q  جګیږي. دا د مثبت او همداډول د منفىځل له امله تل    

 

 :  بیلګي

 

 +.....  یو لاس ته راوړونكى د  زیاتون  یا جمعى 5+4+3+2اریتمیتیكي لړۍ  - ١

  ۰راتلونكى زیاته وونى د ټولو پولو لوییږي  یاجګیږي  ارزښت نه لري،   ځكه  چى هر

 

+......  د 15,1875+10,125+6,75+4,5+3+2لړۍ   یا هندسي ځمککچیزه  – ٢

سره په ټولو پولو لوییږي. یا جګیږي  نه    q = 1,5 او د ویش  a1 = 2 لومړي توکي

او اخرنى   sn معلومیدى شي. د پاى توکوګڼ  زیاتون اخر توکى او نه د جمع ارزښت

  .شمیریدونكى دى   an  توکى 
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           ۵۵۹                              پرلپسى  او لړۍ  پرلپسى ١۸                            

----------------------------------------------------------------------------------- 

 لړۍیا هندسي ککچیزه  مناپاى  ځ - ۳

   q= -2 او  a1 =1,5 ....... د-1,5-3+66-122+24-48+966 

ى ارزښت زیاتون نه لري، ځكه چى د توکو مطلقه ارزښت د هر مخكي پولى پا   سره

سره به ځرګنده شوې وي چى كله د ناپاى هندسي لړۍ   له دې .یږيیڅخه جګیږي یا لو

  .د زیاتون ارزښت پاى دۍ

 

 پیلبیلګه :  

میاشت كى دى  یو سخى سړى غواړي د معیوبو هستوګڼځى ته بسپنه وركړى . په لمړۍ

انى بسپنه وركوي او په نورو راتلونكو میاشتو كى د هغى د مخه میاشتى افغ ١۰۰۰

افغانۍ او داسى نور.  ٢۵۰دریمه كى  افغانى او په ۵۰۰نیمایي یعنى په دومه میاشت كى 

دي. دوخت د كموالي له امله دا لړى باید پاى لړۍ وي ، مګر  q=1/2او a1=1000دلته

  .پوښتنى ته تیوریتیكي ځواب وركوو موږ دې 
د پاى ځمککچیزو لړیو لپاره كیدى شي دلته د زیاتون له  

5فرمول

ns = 1000(1-0,5 یو ناپاي لوي   nڅخه  كار واخستل شي، كه چیرې (1-0,5) /(

فرمول كى موږ ته معلوم ارزښتونه كیښول شي، نو لاس  ارزښت نیولى شوى. كه په دې

 ته راځي:

 
5

ns = 1000(1-0,5 )/ (1-0,5) 

 یکواوس كیدى شي ولn ns = 1000(1-0,5 )/(1- 0,5) = 2000.(1-(1/ 2) ) 

/1)له ټولو پولو تیر شي، باید د   nكه 2)n
  .(  تل كوچنى شي1/2له امله    دا مات  )  

توکو لپاره، بالاخره صرف نظر  n (  باندې كیدى شي، چى د لویو 1/ 2دې مات   ) 

  . وشي 
 یوه ناپاى هندسي لړۍ توګه د زیاتون ارزښت  دلته روښانوي چى په دې

  1000+500+250+125+65,50+32,75+......  

رسیږي. دا سړى  ته نزدي كوي او هغه ته  هیڅ نه  2000جوړوي، كومه چى ځان و 

  .افغانۍ خیرات وركړي  2000زیات له زیاته كیدى شي  

 

 ۰یادونه : هغه د دې برخې په سر کې پوښتنه هم په همدې توګه ځواب کیدى شي

 

  ډیرې ښوونى»  سى او د پرلپسى لړۍ په لوړو شمیرپوهنوكى غوره رول لوبويپرلپ) 

ولاړې دي، چى ایا یوه ټیك ټاكلى پرلپسى یوې معلومى یا ټاكلى پولى  اوبىونې   ( په دې

        لیمټ لرونکى ( konvergent ته هڅه كوي او كه نه؟  چى په اول حالت كى پرلپسى
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                                             پرلپسى  او لړۍ  پرلپسى ١۸                  ۵۶۰        

----------------------------------------------------------------------------------- 

له نه لیمټ یا پو ( divergent یاپوله لرونکي) بلل لكیږي او په دوهم حالت كى پرلپسى

  .لرونكى(  بلل كیږي  

 

 : بیلګه 

د   ... مخ په  اول او  په درېمې  بیلګو كى راوړل شوې پرلپسى دیورګنت یا پوله نه 

مه بیلګه كى پرلپسى كونورګنت یا پوله لرونكى ده او د  صفر لور ته – ٢لرونكى ، په 

كى   مه بیلګه- ۴هڅه كوي یا صفر ته كونورګنت ده یعني ددې پرلپسي پوله صفردى. او 

  .دۍ ۳لور ته هڅه كوى، یعني پوله یى  ۳پرلپسى پوله لري او د    

 

پرلپسى شته چى د جګیدو سره یوه ټاكلى ګڼ  ته په خوښه ورنزدې كیدى شي.د 

 ګڼ  كمون ترمنځ  بالاخره دومره كوچنى پرلپسى د په خوښه لویو غړو او د دې دې

 .شمیرل كیدىكیږي،  چى په جبشمیرني باندې هم نه شي  

موږ د پرلپسیو دا ډول  ځاننیونى، بى له جب شمیرنى یا جبشمیري،  په لاندې بیلګو كى 

  .څیړو

    د پرلپسیو غړي

 
                 1;1/2;1/3;1/4;..|0;1/3;2/4;3/5;4/6;..  

                       |3/29/4;15/8;33/16      
 سره د لاندې

 
    

 تل دا پرلپسىځانونه ځانونه لاندې ګڼونو ته نزدي كويد جګیدو سره   k د            

    
 

 سره  د  k د  ګراف  ټكي یى تل د جګیدونكى  غړى نمرې

   محور ته-         |   x محور سره غبرګ -x محور سره غبرګ    |      د  - xد     

 سره او په ریښتونى y=1 سره                       د y = 2 د

ه لاندې او پورته بدل               له لاندې راتلونكي                                                    ل

 له پورته راتلونكي

             راتلونكى                 

 كه په كرښه یو دواړو لورو ته پټۍ وكښل شي                                  
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              ۵۶١                               پرلپسى  او لړۍ  پرلپسى ١۸                             

----------------------------------------------------------------------------------- 

 سره y = 0 د       سره                     y = 1 سره                    د   y= 2   د

   .پټۍ كى دننه پراته دي نمره توکي سره د پرلپسى ټول غړى په دې k نو د پوره لویي

 

 
  دیفرنڅ یا كمون دا لاندې

 
مو   نمرې توکیه خورا كوچنى كیدى شي. دا پوښتنه k دا مانا لري، چى د جګیدونكى

لاندې  كوچنى كیدى شي،  0,0001لپاره دا كمون د بیلګي په توګه له  ak چى د كوم غړى

 ناسمساوات ته را هڅوي
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                                             پرلپسى  او لړۍ  پرلپسى ١۸                   ۵۶٢         

----------------------------------------------------------------------------------- 

 دا په دې مانا، : د ټولو پرلپسى غړو د

 
 .كوچنى دى  0,0001له      | a k - g |  سره  كمون  

یا تسمې  په دننه كى پراته دي    د ګراف لپاره باور لري، چى دا ټول ټكي د یوې پټۍ

 په كرښه د مساوات  2.0,0001یي  سور

 
     y = 0     y = 1         y = 2       

 . ويسره پروت   

شي، او وله  په ځاي كى یو په خوښه كوچنى رییل ګڼ    وركړ  0,0001كه دا د 

ګڼ كوچنى دى نو په ورته توګه  مو  وغوښتل شي چى كمون  یى له دې دې

  .نامساواتو ته لارښودوي لاندې

 
 مانا چى : د ټولو پرلپسیو لپاره د دا په دې

 
                

سره كمون
1

nq

q
 دۍ  . 

  .یى پوله  g خویونو سره كونورګنت بلل كیږي او ګڼ پرلپسى له دې
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          ۵۶۳                                   پرلپسى  او لړۍ  پرلپسى ١۸                            

----------------------------------------------------------------------------------- 

 :   ١.  ١۸پیژند  

 

بل په لور ور  یو د convergere لاتین Konvergent ( یوه پرله پسى كونورګنڅ

پولى په لور هڅیږى،  ځغلیدل یعني یو بل ته ورنزدېكیدل) بلل كیږي یعني د یوې ټاكلى

په خوښه نزدې شي. یوه ته  سره یوې پولى  n كله چى د هغى غړي د جګیدونكى ایندكس

برخه زیاتون پرلپسى د  لړۍ  كونورګنت یا پوله  لرونكى بلل كیږي، كله چى د

  .سره یوې پولى  ته په خوښه نزدې شي  n جګیدونكى

 

هغه پرلپسى چى  هغه پرلپسى چى د صفر په لور هڅیږي صفرپرلپسى یى بولو

روسته ه تر څیړنى لاندې دا و«( ټاكلى پولى ته نه هڅیږي .دیورګنت بلل كیږى  یوې

  .نیول شوي دي

 

 جمله      :      

 

  :د ځمککچیزې یا هندسي  لړى  پولې تج ت لنې یا كونور ګنت لپاره شرطونه

n+1 n+1

n

|a | a
=| | | | 1

| | an

q
a

  

                           

| كه | 1q  ول داسى دىوي ، پس د پاى  ځمککچیزې  لړى لپاره د زیاتون فرم 

1

1

1

n

n

q
s a

q





 

  د
nq ارزښت   څخه  تېرېدی شو  یعنې ترې صرفنظر كیدى شي، كهn    پوره لوي

  .وټاكل شي

 

  جمله    : 

 

  سره  پوله sn زیاتون د  ...+a1+a1.q+a1.q²+a1.q3 دناپاى ځککچیزې   لړۍ      

                                              s = a1 / (1-q)  q|<1| ټیك هلته لري، كله چى 

 0( );..........................................(18.7)n n  

 .وي
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                                             پرلپسى  او لړۍ  پرلپسى ١۸                     ۵۶۴        

----------------------------------------------------------------------------------- 

 جمله :    

) هره پرلپسى د ; , )k n

b
a b R n k N

k
   سره  یوه صفر پرلپسى ده  

 

 جمله:   

 

n)هره پرلپسى د

ka cq c R  سره د|q|<1 ۰لپاره یوه صفرپرلپسى ده 

 

  .نوره هم زوره كړودلته غواړو چى دا د پرلپسى د پولى كلیمه لږ 

  :لپاره،وایو چى n ځاننیونى څیړنه د تل جګیدونكي an د یوې پرلپسى د غړو

، نو دا مو د پولى ارزښت كلیمي  n—›oe )ناپاى( په لوروهڅیږي او یا لنډ oe د n كه

په پام  1/n}={an}  {.  موږ پرلپسى (convergence)ته بیایي او     یا كونورګنڅ   

ته په خوښه یا په زړه   0سره،  ګورو چى د پرلپسى غړي تل  n جګیدونكيد  كى نیسو، 

 .ور نزدې كیږي پورې 

)0  (وټاكي د یوه معلوم   < 0كه سړى هرڅومره كوچنى ګڼ  )n n  0 )د لته ( )n     د

   په     0څخه وروسته ټول ګڼونه د )ه واک کې  دۍپ -چاپیریال كى پراته دي 

 
 

 له امله دۍ)  ١.  ١۸دلته په ساده ډول وركړي. د (  n سړي كړى شي چى دا  

 
  

 د

      =1  /100  

 n = 101, n د  لپاره، یعني n > 100 د ټولو | an | < 1 / 100 نو  . n0 = 100 لپاره

= 102 , n = 103........   =     لپاره 1000000/  1لپاره. د   =  (    )n0 لرو

 لپاره n > 1000000 د ټول, | an | < 1/ 1000000 پس 1000000  
 

 حالت كى سړى وایي: چى پرلپسى په لاندې

  }1/n{  

 كو( لور ته كونورګنت كیږي. د دې  لپاره لی  a = 0 كنورګنت ده. هغه د پولې
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            ۵۶۵                                 پرلپسى  او لړۍ  پرلپسى ١۸                             

----------------------------------------------------------------------------------- 

 او یا په ساده ډول        

 
 لور ځي(  په  0د n/1مساوي دۍ  او  یا ساده  0لپاره  په    n—>oe  س دلیمn/1 )د 

  د 
1

{ } {( 1) (1 )}n

na
n

      په څیړنه  كره لاس ته راځي: پرلپسى   لاندې د  جوړه  

لپاره  n كیږي او د ناجوړه  یا طاق لورته نزدې  1د+ an لپاره  پرلپسى n یا جفت

څخه نه غږیږي    1- او  1د لته سړى د دوه پولو + كیږي. لورته نزدې  1-پرلپسى د

بلكې دپرلپسى ددوه ډیرۍ شوو ټكو یا ځاي راټولشوو ټکو  څخه . پرلپسى كونورګنت  نه 

 ۰ده )ټیګ : ناټاكلى دیورګنس ( divergence(ده بلكه دیورګنت

 

یا ناپاى  oe سره د n د جګیدونكى an هم دیورګنت ده. دا چي {n2}={an} پرلپسى

په oeڅخه اوړي یا جګیږي، نو سړى   د    K ورته ځي پس د هرڅومره لوي ارزښتل

  .لور د  ټاكلى دیورګنت څخه  غرىږي

0
lim ² ² ;..........................(18.4)
n

n n


   

  د یا لپاره ځای په ځای ده  /\ په پورته کې  
  :پیل یادونوڅخه اوس باید د پولو) حدونو(  كلیمى كره  وپیژندل   شي له دې

 

 :  ٢.  ١۸پیژند  

} یو پرلپسى }na} an { پوله  یا حدa  لري 

lim ;.............................(18.5)n n
n

a a a a


   

 0كه د هر یوه ) هرڅومره كوچنى هم (    

  0       > 

0لپاره یو 0 ( )n n  

 داسى موجود وي چى باوري وي

                            | | ;.............................(18.6)na a    

)0د ټولو );..........................................(18.7)n n  

    

په   a د پولى }  an { كونورګنت  یا په بل عبارت پرلپسى  }  an { وایو چى  پرلپسى

كه پرلپسى داسى پوله ونه لري، نو  دیورګنت بللکیږي) یا   .لور كونورګنت كیږي

  .  )دیورګنت كیږي
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                                             پرلپسى  او لړۍ  پرلپسى ١۸                   ۵۶۶          

----------------------------------------------------------------------------------- 

 ه یولپار  K و هر  )په خوښه لوى (  ګن } an { دیورګنتى پرلپسى كه یوې

)n0 = n0(K       

 داسى موجود وي چى باوري وي

 
    د ټول

    

                     

په لوراو  - oe په لور اویا + oe نو د پرلپسى  څرګند یا معلوم دیورګنت بلل كیږي د

 لپاره لیكي ددې

 

 
    یا لنډ:

 
   .یورګنت بلل كیږيكه یوه پرلپسى دیورګنت او ټاكلى دیورګنت نه وي،  نو ناټاكلى د

 فورم بدلولو څخه او د لاندې ددې پرلپس
1

11 1
n

n
a

n

n
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            ۵۶۷                                 پرلپسى  او لړۍ  پرلپسى ١۸                             

----------------------------------------------------------------------------------- 

 
 لري، یعني  a = 1 اټكل كیدى شي چى دا پرلپسى  پوله 

 
له امله لاس ته   n/(n+1) < 1 وښوول شي . دا(   ۷.  ١۸تر ) (   ۵.  ١۸اوس باید د ) 

  : راځي

 

 
<    0پورته سره كیدى شي چى تصدیق كړو چى: هر  ددې

 

 داسى  شته دۍ چى

 .لپاره دۍ ټولو د  

 

پرابلم په ګوته كوي. دا تعریف جوړونكى نه دۍ، دا دا نه    ٢. . ١۸دا ساده بیلګه د پیژند 

 وایي چى پوله څرنګه پیداكیدى شي .مخكي له دې چى پولې  ته تګ )كونورګنڅ

Konvergenz( وښوولى شو، نو پولې a  چى  ته اړتیا  شته دۍ  . مخكي له دې    
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                                             پرلپسى  او لړۍ  پرلپسى ١۸                 ۸۵۶         

----------------------------------------------------------------------------------- 

ي یا كم له كمه مو ګومان په كونورګنڅ  ) ټولې تج تلنه ( وښایو نو باید پوله مو پیژندلي و

   . راغلى وي 

0 په ټولیزه)عمومي(  توګه د ( )n   شمیرل هم د ستونځو ډك دي. د پولى عملي شمیرلو

د هر وار  استعمال   ٢.  ١۸لپاره داسى عملیو یا کاره ونو  ته اړتیا ده،  چى بى د پیژند 

    .امه برخه ځان مشغولوي- ٤.  ١۸م سره پرابل څخه ټولى راپیدا كړى شو. له دې 

كله كله دا بسوالى یا بسیا  كوي چى سړى دومره پوه شي چى ایا پوله وجود لري یا شته 

چى هغه وپیژني او یا یى وشمیري. داسى د  دۍ ) ایا كونورګنت كیږى ( بى له دې

له كومو څخه خویونه( كولى شي،    -موجودیت ویناوي یواځي د  كونورګنڅ كریتیرین ) 

یو وركول كیږي. دې ته باید ګوته ونیسو چى دا كریتیرین د مخه د پولى  چى لاندې

  . ) پوهیدل ضرور نه نیسي ( دا د مخه نیونه نه ده یعني فرضیه نه ده

 

 : ١.  ١۸جمله 

 

 ۰كونورګنت ده   an  هره بنده )محدوده(  مونوتون پرلپسى

 

وه پرلپسى تل جګیږي ) كمیږى ،ټیټیږي(  او ټاکلى  دا كریتیریوم څرګند د لیدلو دى. كه ی

یوځاي كى    an څخه نه ټیټیږي(     نو باید  K  (څخه نه اوړي  K یا معلوم پاى ارزښت

  .راپنډ  شي. دا د مونوتوني له امله یواځي په یوځاي كى كیدى شي  

 

یکلې، دا ښه نه یادونه :  څه ګنونه چى په یوځاي کې سره ډیر راټول شي ما ورته ډیرۍ ل

« راپنډ«ده، ځکه، چى ډیرۍ مې د ډیرۍ یانې د سیټ لپاره کارولى ، نو دلته لیکم، چې 

 ۰شي

 

د بیلګي په توګه په دریمه برخه كى راوړلشوي، د طبعي لوګاریتم بنسټ   ١.  ١۸جمله 

كى استعمال لري . سړۍ د یو څه ستونځو سره  وسره  اړیکو یا رابط  e په څیرګڼ

 چى لاندې باوري دىښوولى شي          

 
 

 له دې امله دا پرلپسى

   
  .له امله كونورګنت ده ١.  ١۸مونوتون او بنده ) محدوده(   ده او د جملى 
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          ۵۶۹                                   پرلپسى  او لړۍ  پرلپسى ١۸                             

----------------------------------------------------------------------------------- 

  ) ١.  ۳ده ) پرتله یا  مقایس برخه   e = 2, 71828  ددې پوله

 
   

  د پولى شمیرنه  ۴ .  ١۸  

 

وركړو د كومو په مرسته چى د پیړندلشوو پرلپسى د  برخه كى غواړو چى قاعدې په دې

څخه د نورو كونورګنت لاس ته راوستى شو، او همداسى،  چى د هغى په كونورګنت 

مرسته  د پیژندلشوو پرلپسیو د پیژندل شوي پولى ارزښت په مرسته د نورو پرلپسیو 

  .پولى ارزښت شمیرل كیدى شي 
بنسټیزه جمله ښاي چى د ځانګړو شرایطو لاندې د ګڼونو پرلپسیو سره همداسى  لاندې

  .ه پخپله د ګڼونو سرهشمیرل كیدى شي لك

 

 :  ٢.  ١۸جلمه 

 

}پرلپسى كه }na او{ }nb) پاى (پوله ارزښتa  اوb  ولري ، یانې 

 
 وي، نو باوري دي

 

 
 

پرلپسي  عددونود كونورګنت  bn او an دا جمله دوه ګوني وینا كوي: كه د پرلپسیوغړو

او ویش، پوتنڅ  یا لوګاریتم نیولو ، د یوې  (زیاتون كمون ، ځلرب )جمعې، تفریق، ضد 

كونورګنت ده او )ترادف( غړي لاس ته راولي نو دا نوې پرلپسي یا ترادف نوې پرلپسي 
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                                             پرلپسى  او لړۍ  پرلپسى ١۸                    ۵۷۰         

----------------------------------------------------------------------------------- 

 یا ترادفون  جمعه،تفریق،ضرب) د پولى ارزښت یى په ترتیب د كونورګنتو پرلپسیو

  .، ویش ، پوتنڅ او لوګاریتم دۍ(زیاتون، كمون، ځل 
وښایو. د ښوولو لپاره  یى د پولى (   ١۴.   ١۸كى غواړو یواځى اړیكى )  په لاندې

(  ١۳.  ١۸څخه غواړوكار واخلو ) استعمال كړو( . نیونى )   ٢.  ١۸ارزښت   پیژند  

 دا مانا لري، چى هر

 0     > 

 ته یو 

( )    (n1  او یو     (n2   

 لپاره ،    دټولو  داسى  شته  دى،  چي باوري كوي

 پس معتبر دي لپاره د ټولو 

 د ټول  او 

  چه n اوس باید یواځي وښایو چى  د یوه ټاكلي 

 لاندې راټیټیدلى  شي. لاندې باور لريد هر  

 

  لپاره   ډ ټولو  

  .وښوول شوه(  ١۴.  ١۸توګه  )  په دې  

تر ) (  ١۵.  ١۸استعمال كى باید برسیره په نیونو یا فرضیو، چى په )  ٢.  ١۸د جملى 

څرګند  { bn} او  {an} ي ټیك په پام كى ونیول شي چى پرلپسىشو پورې(  ١۸.  ١۸

   او  باید ولري. كه د بیلګي په توګه b او a  پاى پولى ارزښتونه

په یوه په نامه (   ١۴،  ١۸وي، نو فرمول ) اجازه نه لرونكى استعمال ! ( ) 

 په لورځى یعنى ناټاكلي افادې

 

 ) ١۵.  ١۸ه لرلو استعمال ) ن ،  نو سړى د اجازې  ير ولروباكه 

 یوه بله ناټاكلى افاده لاس ته راولي:

 
 د همداسېپه معنا دی.  .bzwپه لاندې کې  
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                ۵۷١                             پرلپسى  او لړۍ  پرلپسى ١۸                              

-----------------------------------------------------------------------------------

 همداسې د    استعمال مو د ( ١۷.  ١۸) د 

  .نورو ناټاكلو افادو ته لارښود وي رېدحالتونو کې مو   همداسې  

 
 په پورته انځورشوو اړیكو كى لاندې افادې

 
   .بلل كیږي ناټاكلى افادې

فورمال استعمال ځخه ناټاكلو افادو ته لاښودوي ،   ٢.  ١۸ي داسي پرلپسى چى د جمل

 .ته اړ دي دیورګنت  او یا به مختلفو ارزښتو ته كونورګنت وي. دا یوې ځانګړى څیړنى

   

مخكى له دې چى داپوښتنى ځوابوو، نو باید یوڅو تیپیكي پرلپسى وڅیړل شي،  كومى مو 

نیوني یا فرضیي  پوره  ٢.  ١۸هم د جملى  چى په نامه ټاكلو افادو ته لارښود وي، كه څه

  .نه وي  

 باور ولري نو طبعآ لاس ته راځي   bn —>+oe او  an —>+oe كه

………(18.24) 

...……(18.25) 

………(18.26) 

. .

n n

n n

n n

a b

a b

a b

   

   

   

 

 

لپاره   - oe طبعآ د ناڅرګندې   پولى ارزښت(   ٢۵.  ١۸)   ( تر  ٢۴.  ١۸دا اړیكي ) 

    . باوري ديهم   

 وي،   نو باور لري :  bn —> oe او  an —> a كه
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۵۷٢                                                 پرلپسى  او لړۍ  پرلپسى ١۸                               

----------------------------------------------------------------------------------- 

 لپاره باور لري :  د لاندې

 

    لپاره باور لري یا صدق كوي    او   د.  

 
 همدا اوس ښوول شوي اړیكو كى لاندې افادې ټاكلى افادى دي  ) نیونه د په دې) ١۸ . 

  : ) پورې دى په  پام كي ونیول شي (۴۰.  ١۸تر )  ) ٢۴      

 
ټاكلو افادې په لور  به یو څو ګڼونپرلپسى وركړ شي، كومى چى دپه لاندې بیلګه كى 

 :) لارښودوي( بیایي  

 

  : ۳.  ١۸بیلګه  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             ۵۷۳                                پرلپسى  او لړۍ  پرلپسى ١۸                              

----------------------------------------------------------------------------------- 

ستونځي څه لارښودوي، مو  په لور( .  ٢۳.  ١۸هغه پرلپسى  چى د ناټاكلو افادو) 

پیښوي. دا د هوښیارو فورمبدلولو  یا بڼه بدلون په بنسټ په داسى پرلپسىو بدلیږي چى 

مو بیایي یا چى د هغي كونورګنتځاننیونې   په لور ) ۴١ . ١۸ (یا ټاکلې  افادى –څرګنده 

  : پرلپسى وكتل شي معلوم دي . لومړى دې یو څو ځانګړې

 په لور بیایي او د  غړو سره د نا ټاكلى افادې  پرلپسى مو د  ) ١٢ . ١۸ ( 

، چى  (دا نه ښوول كیږى دلته دې )لري.  سړى ښوولى شي    e  له مخى  پوله ارزښت

په ځاي  یوه په خوښه د   an = 1/n  ساتلي پاتى كیږي، كه څوك ددا پولى ځاننیونه 

     . وټاكي  صفر پرلپسى

 

 :  ۳.  ١۸جمله 

  د هرې په  خوښه  صفر پرلپسى

 
 

  : په مرسته د بیلګي په توګه لاس ته راځي ۳.  ١۸د جملى :  ۴.   ١۸بیلګه 
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                                            پرلپسى  او لړۍ  پرلپسى ١۸                       ۵۷۴       

----------------------------------------------------------------------------------- 

          

   .په لور ځي  0/0  (  د ناټاكلى افادې  sinxn)/n لپاره  پرلپسى  د 

 :لاندې باور لري 

 د هرې په خوښه صفر پرلپسى   :۴.  ١۸جمله 

(18.44) 
 

 په لینده کچ (  an)   د لندې الماني ژباړه=  لپاره باور لري

 

امله  دې له امله او لهد :اوبىونه

 ۴۵.  ١۸دې)  دۍ، دلته  چى

  .لپاره وښوول شي  an> 0 د  یواځي(   

  د كونج یا واحد داېرې  موږ دلته د یوونګردى

د   ) ١.  ١۸ک  څخه ګټه اخلو؟؟؟ څیره ش بلوا

  منځهواره:  OAB يدرې ګوډ 

منځهوارې OABد ګردۍ سكتور یا ګردیبرخه 

 درېګوډي كوچنى ده، او دا بیرته د څخه  

OAC  د منځهوارې .  

 امله باور لري له دې   .څخه كوچنى دۍ

 .او  
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               ۵۷۵                              پرلپسى  او لړۍ  پرلپسى ١۸                              

----------------------------------------------------------------------------------- 

 د :اوبىونه

 امله چى دې  له امله او له

  .ل شيلپاره وښوو  an> 0 د  یواځي(  ۴۵.  ١۸دې)  دۍ، دلته    

.  ١۸بلواک  څخه ګټه اخلو؟؟؟ څیره ش   د كونج یا واحد داېرې  موږ دلته د یوونګردى

١ (    منځهواره:  OAB يد درې ګوډ 

 OABد ګردۍ سكتور یا ګردیبرخه 

  منځهوارې 

 د منځهوارې  OAC كوچنى ده، او دا بیرته د درېګوډي څخه.  

  .څخه كوچنى دۍ  

 .او   امله باور لري له دې

 

 او ورپسى

      

 ۰( باور لري ۴۵.  ١۸لپاره  فرمول )    له امله  د  

 

  :په مرسته د بیلګي په توګه لاس ته راځي ۴.  ١۸د جملى :  ۵.  ١۸بیلګه         

 
 :  ۶.  ١۸بیلګه 
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                                             پرلپسى  او لړۍ  پرلپسى ١۸                       ۵۷۶       

----------------------------------------------------------------------------------- 

 ،    په پرلپسى

په لور مو هڅوي  كوښښ كیږي چى د مات باندې او     چى د ناټاكلى افادې

  .رامنځ ته شيترې نه یا  افاده په یوه ګڼ وویشل شي، چى یو ټاكلى ویی ماتلاندې

 
ته مو لارښودوي، کید  ، چې ناټاکلې افادېپرلپسې:    ۷.  ١۸بیلګه 

 ی شي د نورو ترمنځ لاندې  بڼه غوره کړې:

 
 که صورت پولې ته و هڅیږي، نو یوه ټاکلې افاده بیا مخ ته لرو.

 

 

 تمرینونه: 
 میرۍ )که شتون وري(!  وش aیا ترادف پوله ارزښت  د ورکړ شوې پرلپسې 

لپاره باور    وټاکۍ، داسې، چې د ټولو 

 ولري.
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           ۵۷۷                             پرلپسى  او لړۍ  پرلپسى ١۸                              

----------------------------------------------------------------------------------- 

 
 پوله ارزښت وشمیرۍ، که شتونولري.د لاندې پرلپسیو   
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 ”The Limit" پوله  ) حد(   19     

 لاندې د اعدادو ترادف )پرلپسې( لرو:

(1)   1 / 2 , 1 / 3 , 1 / 4 , ... ,1 / n         

(2)    3 / 2 , 4 / 3 , 5 / 4, ..., (n+1) / n    

(3)     2,4,6,...2n                                  

n د ناپای په  لور   یانې   nکه        ته لاړ شي، نو د پورته ترادفونو څخه

 ( د ناپاي په لور ځي.۳( د یو په لور او )٢( د صفر په لور، )١)

رېدنه اجازه نه لري. په پخواني روم کې د یوه یه، چې له هغې تمانا پوله )حد( د Limit د  

، لکه په ترادفونو ) پرلپسې ( کې مو چې  وو. په ریاضیاتو کېLimitښار د قلعې نوم هم 

 ولیدل لیمیټ د پولې یا حد مفهوم لري. 

 تابع سلوک یا ه فنکشن یا چې  د یو  د  پولې )حد( د استعمال مفهوم  په دې کې پروت دۍ،

 -تابع )بلواک( د  افقي محور ) پروت فنکشن یا ړو لکه  ځنګه ، چې د یکاروایي داسې وڅ

) –x   محور (abscissa)  حد)ټکي( ته   ې پولې یایو ترادفونهپرلبپسې  یا  ( باندې

ترادفونه په پروت محور یوې پرلپسې یا  دنه. دا لکه په  پورته ننوتنه کې، چې  یورنزدېک

حد  په ریاضیاتو کې ددې لپاره کارول پوله یا  . وبه ګورو، چې پولې ارزښت ته ځي

 ژنو یکیږي، چې مشتق وپ

 فعالیت : 

 ایا تاسو په ورځني ژوند کې د پولې)حد( د کلمې سره بلد یاست؟-
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           ۹۵۷                            پوله ارزښت    ١۹                                               

----------------------------------------------------------------------------------- - 

لگه راوړی شۍ، چې یوې پولې ته له دواړو لورو، له یایا تاسو په ورځني ژوند کې یوه ب

 ښۍ و کیڼ لورته او همداډول له کیڼ و ښې لورته نزدۍ شۍ یا لاړ شۍ؟  

 بعو  پوله :په یوه ټاکلي  ځای کې د توا

یادونه: موږ له دې وروسته د پولې په ځای پوله ارزښت لیکو، چې دا ټیک زموږ غوښتنه 

 په ګوته کوي.                                     

په پام کې ونیسۍ، چې پروتولاړسیستم یا سیستم  f(x) = x +2یوه تابع    : ١فعالیت  

                                                                   لري   P(2,4)قېمت وضعیه کې  ټکی

                                                                                د تابع  جدول وکاږۍ.  - ١

                                                                                د تابع گراف وکاږۍ – ٢

۳ -  f(2)  پیداکړۍ او دx  بحث وکړۍ که  خوزښت) حرکت ( باندېx   ارزښت ته   2د

                                                                                    دواړو لورونزدې شي

 ره ( کې روښانه کړۍ.یپولې ته تلنه په گراف) څ  xد   - ۴

                                                                                                            :  ١لگه یب

                                                                                                          لري.  3/6) (دې ورکړ شوی وي، چې کواوردینات 0Pاو یوټکی   f(x)=2xیوه تابع

                                                                            (   د تابع جدول   وکاږۍ ١

 وکاږۍ , ره ید تابع كراف یا  څ     )٢

۳  )f(3)    د او  پیداکړۍf(x)  تلنه باندې بحث وکړۍ کهx  ارزښت ته نزدې شي "3" د  

   .                                                ته تلنه  په څېره کې روښانه کړۍ پولې   f(x)(  د  ۴

                                                                  اوس غواړو دا پورته فعالیت روښانه کړو:

 ) دولی یې ګران لوستونکي پوره کوي( ( د تابع جدول ١

 

 

 

x -1 0 1 2 

 f(x) -2 0 2 4 
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 پوله ارزښت                                   ١۹                                        ۵۸۰        

----------------------------------------------------------------------------------- 

                                  ره ی(  د تابع څ ٢

 

۳ )   f (3) = 6   ته   ۳او غواړو د  درې ارزښتونو څخه چې   له ښۍ او کیڼې لور و

رته ځي. ددې لپاره لاندې یورنزدې کیکیږي و ګورو، چې په دې درې ارزښتونو کې     چ

 ړویرزښتونه په دوه جدولونو کې څا

kx ( )kf x kx ( )kf x 

2,98 

2,99 

2,999 

5,96 

5,98 

5,998 

3,001 

3,01 

3,02 

6,002 

6,02 

6,04 

ته نزدې کیږو او له ښي لور له کښته  ٢په پورته جدول کې ګورو،چې له کیڼ لور وکښته  

                                    بل جدول پروت کاږو      ته نزدې کیږو. ٢و پورته لورته هم 

                                                   له ښي و کیڼ لور ته       له کیڼ و ښې لورته

                        1  

  -------------    6   -------------                                    

x 2.98 2.99 2.999  3.001 3.01 3.02 

f(x) 5.96 5.98 5.998  6.002 6.02 6.04 
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           ۸١۵                             پوله ارزښت   ١۹                                         

-----------------------------------------------------------------------------------     

قېمتونو  سره پرتله کیږي. که     "f(x) " قېمت  د    f(3) " ،، په درې پړاوونو کې د 

"x"  ته ورنزدې شي."3" و 

،،پوله )  f(x)ته ورنزدې شي، نو د  "3"و  "x "دا حالت موږ ته په ګوته کوي چې: که  

دۍ  او دا  داسې  لیکو:   6حد(،، برابر په 
3

lim ( ) 6
x

f x


 

 -ندې توګه رسموو او ښي او کیڼ لور ته   موخه ور ټکي ( اوس پورته ګراف په لا ۴ 

 په  نخښه کوو.  -لکه  په پورته جدول کې 

تل   ته    0Pپه پام کې نیسو، چې ټکي  P2, P1P ,3 ... ,د لاندې څېرې له مخې ټکي     

چې له ښۍ لور ټکي   Q2, Q1Q ,3 ... ,له کیڼ لور نزدې  کیږي. او همداسې   ټکي      

0P     .ته نزودې کیږي 

ته نزدې کیږي په همغه کچه  د   0Pکتل کیږي:  هرڅومره، چې پورته  ټکي و ټکي    

 قېمت له امله(   - P(3,6)0نزدې کیږي ) د ټکي  ۶تابع  ارزښتونه و  

 

 
ته نزدې شو، نو تابع ارزښت یا  فنکشن ارزښت و    x=3 که په ګراف کې  ځای

 ته نزدې کیږي.  ۶ت( قېمت)ارزښ

په   )درې 3 (د  x لپاره ) لوستل:    x-->3پوله ارزښت دۍ د   f(x)د فنکشن ۶وایو:  

 (. تلنه لور

 ژندلی: یکې( پ یا ترادف د پوله ارزښت لپاره  مو  لیکډول لیکبڼه) په پرله پسي 
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                                     پوله ارزښت   ١۹                                     ۵۸٢       

-----------------------------------------------------------------------------------

 

 دی شي شته وي:ییادونه: د تابع پوله یا حد  په  هغه ځای کې چې  تابع تعریف نه وي هم ک

ېړنې   لاندې ونیو . دلته ځای کې تر څ  x=3 حد په    f(x)په  پورته کې مو د یوه  تابع  

 ژند  یا تعریف  درلود.یکې پ   x =3په  تابع 

      xیف وي، ځکه چې  پوله ارزښت  دپه ځای کې  تعر    x=3ن نه ده ، چې  تابع د  یاړی

 په نزدې کې تشریح شوې.   x=3لپاره  یواځې د  

،،پوله یا حد ،، په داسې ساده ډول لاس ته نه شو توابعو کې  فنکشونو یا پام : په  ځنو 

 مګر د تابع د ساده بدلون له لارې دا کار  سرته رسولی شو .   -لکه د مخه  -راوړی 

 :    ١لګه یب

تابع   
² 1

( ) ; 1
1

x
f x x

x


 


 راکړ شوې   

 ګراف وکاږۍ!  (  د تابع جدول او ١

 سره لنډ کړو، نو لرو :   x-1که صور د  

  f(x) = x + 1 

   ته نزدې شي یا  "1"و   "x"خوزښت  تر بحث لاندې ونیسۍکه  "f(x) "د تابع 

1xهمداسې که  .                                                                                   

په لور  “ “1د ریل عدد f(x)له ګراف او جدول ځخه  موږ لیکو چې    له دواړو یانې

 هڅیږي. نو

 

 

 

څیره دې ګران 

يلوستونکي وباس  
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           ۸۳۵                          پوله ارزښت   ١۹                                          

----------------------------------------------------------------------------------- 

 

 

تعریف) پېژند( نه لري، په هغه کې چې    ټکي کېله دې امله روښانه ده چې تابع په هغه 

 پوله  ) حد  ( شمېرل شوی.

یادونه : په پورته ډول تابع به سملاسي پسې وڅېړل شي،  خو د هر څه لومړی پېژند 

 راوړو: 

  ژند ) تعریف( :یپ

په لورتړلی لاړ شي،او داسې    cد یوه ریل عد د د  xلري ، که   Lیوه پوله  f(x) تابع  

f(x)  = Lیکو:     یې ل
 

lim
cx

  

 وي؟ f(c) ≠ Lژند رښتیا دۍ، که  یفعالیت : ایا دا پ 

 ، چې تل مثبت دۍ.  |x| فعالیت:  که ولرو:   

 دا بې له دې مطلق ارزښت څنگه لیکو؟ - 

ایا دا هغو اعداو کارولی شو، چې یو لله بل سره د شمېرنیزو نخښو له لارې تړلي وي،  - 

 نې چې اعداد یو له بل سره د جمعې، تفریق ... له لارې سره تړلي وي؟یع

فعالیت:  هغه توابع چې په یوه عدد د بېلګې په توگه صفر کې تعریف نه وي ، څه بلل  

 کیږي

,0x:   تابع   2لګه یب
x

x
f(x)    راکړ شوې 

 وکاروۍ:  ""(   تابع   ولیکۍ، بې له دې، چې سومبول  1

 ( د تابع ګراف وکاږۍ 2

 ته نزدې شي  1 له ښي لور و   xارزښت پیدا کړۍ، که  f(x)( د  3

lim
1x

 f(x) = 2 

x       1 
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                                 پرلپسى  او لړۍ  پرلپسى ١۸                      ۵۸۴        

----------------------------------------------------------------------------------- 

 ته نزدې شي                                          1-له کیڼ لور و  "x"ارزښت پیدا کړۍ  که  f(x) (  د4

 څو پوله ارزښتونه لري .  f(x)وښایاست چې تابع   (  5

لپاره  صفر ولري یادونه:  که یوه   تابع چې  په صورت او مخرج  کې داړونده ارزښت 

بې تعریف ده )یا له منځه تلی شي، نو دا ډول تابع  په صفر ځای کې او دا صفرځایونه 

 لري.  (functional gap ؟تشیا

 ښوونه :

 داسې لیکو:   ""(  تابع  بې له  سومبول ١

            
1; 0

( )
1; 0

x
f x

x


 

 

 

 : ( د تابع  ګراف  انځوروو  2 

 

  ره ونه کښل شوه ساده دهیکه څ                                          

 ته نزدې شي ،  لاندې پوله راکوي   1 له ښي لور و   xارزښت که   f(x)( د  3

                        
x 1

( ) 1limf x


  

 په لاندې ډول دۍ. ته نزدې شي،   1-له کیڼ لور   "x"پوله ارزښت که  f(x) (  د4

                          
x 1

( ) 1limf x


    

ته نزدې  شي ،  نو    دوه پوله    (1-)او   (1)،،دوه،، ارزښتونو  x(  ګورو چې    5

ارزښتونه لري یعني
x 1

( ) 1limf x


   نو له دې امله   ،f(x)  ريپوله  نه ل                    

:  تابع       ۳لګه یب
1

( )f x
x

        0لرو، چېX    .دۍ 
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           ۸۵۵                             پرلپسى  او لړۍ  پرلپسى ١۸                              

-----------------------------------------------------------------------------------

تابع   
1

( )f x
x

   پهx = 0    ځای کې تابع ارزښت نه لري یانې په    کېx=0  تعریف نه

 لاندې ځېره دې وکل شي..(١لري) (Pol)قطب ده. دا په صفرځای کې

 

یې صفر وي او صورت یې صفر نه وي، وایو چې  ( یادونه : هغه تابع، چې مخرج١)

 لري. Polتابع په دې د مخرج صفر ځای کی قطب

 

  ته  د نزدې کېدو لپاره  ترادف )پرلپسې(   x=0و  
1

( )nx
n

    .ټاکو 

د اړونده تابع ارزښتونو  ترادف  )پرلپسې(          
1

( )
1nx n

n

 
 

  
 
 

 ی.د            

 لپاره یو نامحدود سعودي ترادف  دی،    n>0دا د    

 یا متناقص ترادف  دی. -لپاره   نزولي  n<0او د   

 ځای کې  حد نه لري. دا هلته یو قطب لري.  0په    f(x)دا په دې معنی، چې تابع  

 

 له ښۍ یا کیڼ   "x" ولري   که      "L"همغه  پوله )حد(   " f(x) "قْضیه : که تابع 

 سره  برابره ده.   "L"ته  نزدې شي، نو پوله)حد( شته دۍ او د   "c"لورې  وه  
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                                                       پوله  ) حد(                                  ۵۸۶          

----------------------------------------------------------------------------------- 

 " Properties of Limits ":   خواصخویونه یا د حدونو 

 فعالیت :    

 رۍیحدونه  وشم Identity functionاو کټمټ توابعو  –په دې برخه کې د ثابتو 

 واخلۍ  د لیمیټ خویونو څخه کار              

 د پولینوم تابعو  حد )پوله (  پیدا کړۍ             

نه( کې  ټول  توابع چې راڅي د ساده توابعو ګډوله پوهریږو : په  ریاضیاتو )شمپوهی    

دۍ، لکه د توابعو جمع) زیاتون، ضرب) څل( وېش او زنحیرونه    combinationوالی 

compositon دلته دوه غوره او ساده توابع .f(x) = c    او g (x) = (x)   شته،    که

 لاس ته ترې راڅي:  دواړه توابع سره یوځای ګړو، نو 

x + C, =  h(x)یا, x= c L(x) 2یاx) = xm( او داسې نور 

څخه  کار واخلۍ، چې  درې نورې  توابع     ,f(x) = x, g(x) = x - 2هڅه:د توابعو  

 ترې لاس ته راوړۍ

 فعالیت :  

 ایا د یوې تابع پوله کېدی شي د تابع له حل څخه پیدا شي؟  

 د بېلګې په توګه، که ولرو

lim
2x

3 = 3 lim
2x

f(x) =    

 نو دا تابع ولیکۍ.

 ر همدا څه د هرې ثابتې تابع لپاره رښتیا دۍید پورته کارونې په څ یادونه: 

  ثابتې وي، نو bاو   aد یوې ثابتې پوله ارزښت: که 
x a

limc c


  لري  باور 
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           ۵۸۷                                            پوله  ) حد(                                            

----------------------------------------------------------------------------------- 

کوم  " c "لپاره هم لرو ، که  f(x) = I (x) = xپه همدې ډول  کټمټ  یا ایډنټیک  تابعو 

  f(x) = I(x)دې کیږي. دا ،، ټیک داسې ده لکه،،  چې  نږته   cو   xحقیقي عدد وي، نو 

 ته نزدې شي  cو

        :ونهفعالیت

 وي ، نو  لرو :  f(x) = x    ، g(x)  = 2که    1 ) 

  f(x) = 1   , lim
1x

1)   lim
1x

g(x) = 2  

 لروh (x) = f(x) + g(x)   (  که وي  2

        h(x)  = x + 2 

 ګراف  h(x) د    (3

                                                              رسم دې ګران لوستونکي د ځانونو لپاره وکاږي

4) 

                                             1 

0 .5 .8  1.2 1.5 2 

2 2.5 2.8  3.2 3.5 4 

                                           3       

 تاسو  په یاد ولرۍ یا  ولیکۍ     

lim
1x

x + 2 = 3  lim
1x

h(x) =  

lim    او 
1x

g(x) lim
1x

f(x) +  lim
1x

=  h (x)  
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                                                       پوله  ) حد(                                ۵۸۸            

----------------------------------------------------------------------------------- 

 هڅې  

 وي،  پیداکړۍ  f(x) = -2        ، h(x) = x( که    ١

    
a) f(x)  h(x)

b) f(x) . h(x)


   

 دې شي.ږته ن 3عدد xلپاره پولې وټاکۍ، که b)او  a)ږۍ، چې د پورته توابعو د ی( وهڅ٢

وي،نو  پیداکړۍ    g(x) = x( که    ۳
4

lim 4
x

x


  .      

  

 

 

 

x3 g(x)د   : ۳  لګهیب    ګراف وکاږۍ او پیدا کړۍ 

g(x) lim
3x 

c)        g(x); lim
1x 

f(x)   ,       b)  lim
2x

  a)       

 حل:

 دلته دې  ګراف وکښل شي....

 له ګراف څخه  

lim
2x

g(x)  = 1,  

             ګه مخ ته ځو:وپه لاندې ت -الف

1  =  1=    x3lim
2x




=       x3 lim
2x

 

       وي پیدا کړۍ   h(x) = x     ،f(x) = -2(   که    ۴ 

a) f(x) + h(x) 

b) (lim
2x

f(x) + h(x) ( 

c) lim
2x

h(x)  lim
2x

f(x) +   
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                                    ۵۸۹                   پوله  ) حد(                                                       

--------------------------------------------------------------------------------- 

lim  ب ( له ګراف څخه     
1x 

g(x)  =  2  

  =24 =  یادونه :   x3lim
1x




=   x3  lim
1x 

                 

= 00=    x3lim
3x




=  x3  lim
3x 

g(x) =  lim
3x 

c)                               

 fکه   رنه ساده کوي، موږ. به دا  لاندې بې له ثبوته ومنویشم پولې ګڼ دلا یل شته چې   

 رییل عددونه  وي، داسې چې باور ولري :    Mاو    Lاو   C  توابع وي   gاو

limنو 
cx

f(x) = L,  اوg(x) = M,  lim
cx

  

 lim
cx

(f+g) (x) =  lim
cx

( (f(x) + g (x))=             1)                              

g(x)  = L + M lim
cx

f(x) +  lim
cx

=    

g) (x)  =-(f lim
cx

2)  

lim
cx

M –g(x)  = L  lim
cx

 -f(x)  lim
cx

g (x) ) = -( (f(x)  

(f(x) . g (x) ) lim
cx

(f.g) (x) = lim
cx

3)  

       g(x)  = L . M lim
cx

f(x) .  lim
cx

=                    

)0≠; (M
M

L
) = 

f ( )

( )

x

g x
( lim

cx

) (x) =
f

g
( lim

cx

4)  

 L=   xflim
cx

5)   

 )ته نزدې کیږي.  cارزښتونو لپاره چې   xلپاره او د ټولو   f(x) ≥ 0)د 
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                                                       پوله  ) حد(                                  ۵۹۰         

-----------------------------------------------------------------------------------  

 پوښتنه : موږ لاندې تابع لرو: 

x ≤ 0 

o < x < 2 

x ≥ 2 

1  - 2x 

  x -1 

2x +1 

   

 f(x) = 

 پیدا کړۍ

                  f(x) lim
2x 

a)    f(x) lim
0x

b)  f(x)  lim
4x

c)  

                 f(x) lim
2x

d)       f(x) lim
1x

e)     

                         حل :  

1 = 3- 22)-1)  =  (-2(x lim
2x 

=    (f(x) lim
2x 

a)  

1-1)  = -(x lim
0x 

(x) = f lim
0x 

f(x);   lim
0x

b)  

1-1)  = -2(x lim
0x 

f(x)  =  lim
0x 

=                      

limحد  شته او   
0x

1-f(x) =   :دی 

c)  lim
4x

 f(x)   = lim
4x

 (2x+1)  = 2× 4 + 1 = 9 

d)  lim
2x

 f(x) ; 

lim
2x 

 (2x + 1) =  2× 2 + 1 = 5له ښې لور 

lim
2x 

 ( x-1 ) = 2 – 1 = 1له کیڼ لور 
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                ۵۹١                                       پوله  ) حد(                                              
-----------------------------------------------------------------------------------   

     له دې امله  پوله )حد(  نه شته      

1) = 0-(x lim
1x

f(x)   =  lim
1x

e)   

لګه: یب  
x 2

( )limf x


 وي    3x + 5  – 2f(x) = 2x،  پیدا کړۍ، که   

 حل:

3x + 5 ) – 2(2x lim
2x

=    f(x)  lim
2x

             

5 lim
2x

3x +  lim
2x

 – 22x lim
2x

=  

5 lim
2x

x +  lim
2x

3 – 2x lim
2x

= 2 

= 2 × 4  -  3 × 2  + 5 = 7              

f(x) = 3 limفعالیت : که    
2x 

n(f(x))   lim  نو پیدا کړۍ   
2x 

 

 يادونه: 

 لیمیټ ه فنکشنرل کیږي، لکه د یوید یوه پولینوم لیمیټ ټیک داسې شم 

 : ۶لګه یب

  
1  2x

 5 2x -x
2

2




f(x)  = وي دې 

  lim
3x

f(x)  پیدا کړۍ ،  

 وېش دۍ 2L(x) = 2x 1 +او       2x + 5 – 2g(x) = xد دوه توابعو    f(x)حل : 

 کې پیدا شي   x = 3دی شي د تابع د حل له لارې په ینزدې شي  پوله یا حد ک  3و  xکه  

(c) ketabton.com: The Digital Library



 
   

                                                       پوله  ) حد(                                 ۵۹٢          

-----------------------------------------------------------------------------------   

  
1  2x

 5 2x -x
2

2




 lim

3x

f(x) =  lim
3x

            

  
1)  (2x 

 5) 2x -(x 

2

3x

2

3x

lim

lim







=    

19

8

132

5323
2

2





=                              

 

 یا کسري فنکشنونو پولې  -نسبتي -راشنلد 

 موږ دا لاندې د پولینومونو  ویش لرو

1

1 0
01

1 0

( ) ...
( ) ; 0

( ) ...

n n

n n

m m

m n

Q x a x a x a
R x b

P x b x b x b









  
  

  
 

0وي، نو x=oپه پورته پولینوم ویش کې که 

0

a

b
0ترې لاس ته راځي د     0b  .سره 

 مویش صفر ته ځيناپای ته لاړ شي، پولینو  xوي او  n<mکه 

 ناپای ته لاړ شي، د پولینوم ویش د ناپای په لور ځي. x وي او  n>mکه 

وي، نو     n = mکه  
( )

( )
( )

n

m

Q x a
R x

P x b
     لرو 

 

 )حد( غواړو پیداکړو. ارزښت پوله (ناطقو توابعونسبتي یا کسري فنکشنونو ) پام :  د  

پیداکړو، که شته وي، نو د مختلو لارو یا ددې  لپاره چې د ،،ویاندو،، توابعو پولې 

 متودونو څخه کار اخلو.
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ارزښت لپاره، لکه د    xد یوه ورکړ شوي  -پوهیږو، چې د پولینومي توابعو پوله )حد( 

نورو ساده توابعو په څېر ، چې د جمعې . تفریق،ضرب او وېش په څېر ورکړ شوي 

 رو. یدي وشم

که ولرو :  
 
 

 

 xglim
ax

xflim
ax

xg

xf
lim

ax








limنو  د تابع خواص د     ( ) 0
x a

g x


  ده لپاره   سا

 کو چې  د پورته پولینوم ویش، چې ګویاتابع ده پوله یا حد وشمېرو.

   : پیداکړۍ ١لګه ی. ب
2

1

x x
lim

x 2x 




 

 وې، نو تابع تعریف ده او لرو  ,x = 1که     

lim
1x3

2
=  

21

1)1( 2




=  

2x

xx 2




  

             )Substitue (ځاي په ځای کړو x = 1 که 

 lim
1x

f(x) = f(1)  نو لاس ته راځي 

:   پیدا کړۍ ٢لګه یب
3x

1x 2




lim

0x

                      

 کې تعریف دۍ، نو  لرو:    x = 0حل : تابع په  

lim
0x3

1
 -=  

30

10




=  

3x

1x 2




  

 ؛   پیداکړۍ  : ۳لګه یب 
1x

2xx 2




 lim

1x
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 کې تعریف ده، نو لرو x = 1حل :  تابع په  

lim
1x1x

2xx 2




= 0 

2

0
=  

11

2112




=  

عدد کې تابع تعریف نه وي، نو د مختلفو متودونو څخه کار اخلو، چې  که په یوه ځای یا

 پوله)حد( پیداکړو، که شته وي.

:  پیداکړۍ ۴لګه یب
2x

8x6x 2




 lim

1x

     

کې تعریف نه ده، نو پوله)حد( د تابع د حل له لارې نه    x=2 په   f(x)حل : دا چې تابع  

 دا کېدی شي  داسې پیدا کړو، چې  تابع په  ضریبونو  تجزیه کړو . شي پیداکېدی.

lim
2x2x

8x6x 2





2)(x

2)4)(x(x




lim

2x

=   

 دۍ.  x ‡2ته نزدې شي، دا مانا لري، چې     2و    xد تابع پوله ) حد( که     

x lim)- (4رالنډیږي:       (تابع ؟ګونګهراشنل فنکشن )دا  
2x

 او لاندې پوله لري: 

lim
2x

2-4 = -4) = 2-(x  

:  پیداکړۍ     ۵لګه یب
16x

4x
lim

16x 





 

16xیانې       کې تعریف نه ده   x = 16ګور، چې تابع په      .  

جوړه)مزدوج(     +abد     - abپه یاد ولرۍ چې :      

 دۍاو برعکس.

 د جوړې) مزدوج( سره ېې ضرب کړۍ                  حل:
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16x

4x
lim

16x 



4x

4x




  

16x

4x
lim

16x 





=        

                  
 

  4x16x

16x
lim

16x 





=  

                               
8

1
= 

416

1


=   

4x

1
lim

16x 

=   

:    پیدا کړۍ      ۶لګه یب
21x

x3
lim

3x 





    

کې  تعریف نه ده ، نو مخرج او صورت د محرج په مزدوج   x=3حل :   تابع  په  

 ضربوو او لرو:

21x

x3
lim

3x 



21x

21x




 

21x

x3
lim

3x 





=   

                   
  

 41x

21xx3
lim

3x 





=   

21x

x3
lim

3x 





 21x1  lim
3x

=   

               4-+ 2 ) =  13( -=  

   : پیداکړۍ ۷لګه یب  
1x

5
3x2

5

2
1x

lim







 

 

 کې تعریف نه ده، نو  په لاندې توګه مخ ته ځو x = 1حل : تابع په  
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1x

5
3x2

5

2
1x

lim





1x

3x2

15x105

2
1x

lim








=   

         
1)3)(xx(2

10x10
2


 lim

1x

=  

         
 

1)3)(xx(2

1x10
2


 lim

1x

=  

                                       
 

1)1)(x3)(xx(2

1x10




lim

1x

=  

                                 
1)3)(1(2(1)

10

1)3)(xx(2

10





lim

1x

=  

            5
2

10



=    

 پولېد مثلثاتي توابعو 

 

 لګه:یب 
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ړ شوی وي ، په رادیان ورک  xقضیه ؛ که 

 غواړو وټاکو.    نو 

یادونه :  تابع     
x

sinx
  f(x)=  (ناجوړه

 یطاق ( د

پیدا کړو،   د د ې لپاره چې   

 په کار واچوو. رغواړو مخ له مخه  لږ فک

د ښوونې لپاره  ترې کار اخستلو  په موخه 

دا مخامخ ځېره باسو او په لاندې توګه مخ 

 ته څو:

 

کې  د رسم له حالته سملاسې لاندې نا برابرون یا نامسوات    روال  تیوه ان په

 باور لري 

 

 سره   لاس ته راڅي:   x > 0او     موږ له دې  سره لرو 

 

ل ( له امله  لاندې نامساوات لاس ته راڅي ځسره ضرب  )    sin x او د

 

 ه تګ له امله لاس ته راڅيتد پولې 
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,  

 دی.  1غوښتونکې پوله ارزښت  دا په دې معنا دی، چې 

پاره په ورته لښۍ پوله ارزښت يېداکړ، د کیڼ پوله ارزښت   د دې ښوونې سره موږ

لپاره پیدا کوو، يعنې له دې ځخه هم لاس ته    x < 0و او پوله ارزښت د ځتوګه مخ ته 

 راڅي:

 

0x   که
2

π
   او -x =    و لیکو ، نو دا لاندې لاس ته راوړنه هم لرو 

x

sinx

α

sinα
=  

α

sinα




= 

α

α)sin(




=   

                                                                    …………..(4 

 

 څخه غوښتنه لاس ته راځي   (4) + (3)د مساواتو 

 

 

حل کړۍ:   ١لګه یب
x

2xsin 
lim

0x

 

0xه   ک  = 2xحل :  وي دې          0نو    او 

x

x2sin



sin
= 2  

x2

x2sin2
=    

 
x

sin x
lim

0x

 = 1 

 

x

sin x
lim

0x 

 = 
α

sin 
lim

0x
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     له پورته مساواتو څخه  لاس ته راځي :

x

2xsin 
lim

0x

1 = 2 =2  
x

2xsin 
lim

0x

2  =        

  :  وښایاست ٢لګه یب
2x

5xsin 
lim

0x

    

 هم            y->0،  نو      x->0او    ;وي    y = 5xکه    

 
x2

x5sin

2

5
=   

x)(2
2

5

x5sin

2

5
=   

x5

x5sin
 او      

  
y

ysin

2

5
  =                          

          
y

ysin
 lim

0x2

5
=  

y

ysin
 

2

5
lim

0x

=  
x2

x5
 lim

0x

 له دې امله لرو             

    
2

5
=   ×

2

5
1 =   

 دی.دا لاندې  ه پوله ارزښت مثلثاتو کې بل غوردرېګوډي ګچ یا قضیه :  په  

lim
0xx

tanx
   

 لګه    :    وښایاست : یب  
x

x3tan
 lim

0x

                             

  x->0نو    0 ، که    x=  /3،   نو   = 3x حل :   وي دې   

x

x3tan
 



tan
= 3   

x)(3

x3tan3
 له دې امله  =
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 3 =  × 3 =     1        نو

limلګه :  حل کړۍ   یب
0xx7

x2tan5
  

  x، نو   2x = yحل  :  وي دې
2

y
 دۍ      =

 دۍ   y 0نو     وي،  x0که     

 له دې امله

x7

x2tan5

x2

x2tan2
. 

7

5
=     

x2

x2tan
 

7

10
=   

 
y

ytan

7

10
=         

 نو

lim
0xy

ytan
 

7

10
 lim

0y

  = 
x7

x2tan5
     

      
y

ytan
 lim

0y

 
7

10
=        

     
7

10
=       ×

7

10
1 =   

 پای

 ږۍ ، چې وښایاست:یوهڅ
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په رادیان ورکړ شوی وي، نو لرو  xکه   
0

tan
lim 1
x

x

x
        

 په ترمونو ولیکۍ    cos x او  sin xد     tan xالف ( تانجنت  

ب (   
x

tanx
 په ترمونو و لیکۍ  cos x او  sin xد    

 پ( پوله پیدا کړۍ

 ت ( ایا قضیه رښتیا  یا ټیک ده؟ 

 په ياد ولرۍ:

      x = 1 2x + sim2 cos 

          2x = 2 sin x cos x sin 

x2 sin –x 2 cos 

            x 22 sin –2x =   1  cos 

1 -x 2 2 cos 

lim :    حل کړۍ    ۵لګه یب  
0xx

x2cos1
 

lim  حل :
0x

   
x

xsin2 2

lim
0x

= 
x

x2cos1
                        

     sin x lim
0x

.
x

sinx
 lim

0x

2  =                        

          = 2 × 1  × 0 = 0 
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lim رۍ   ی: وشم ۶لګه یب
0xx5sin

x3tan
 

 رو                  یحل :  شم

lim
0x

x

x5sin
x

x3tam

  lim
0x

=  
x5sin

x3tan
    

            

x5

x5sin5
x3

x3tam3

 lim
0x

= 

         

α

sinα
3

θ

tan
3

x5

x5sin
5

x3

x3tan
3

lim

lim

lim

lim

0α

0θ

0x

0x







 =   

    
4

3

1

1

5

3
=  

lim  رۍ  ؛ی:  وشم ۷لګه یب
0x

2x

x6cosx4cos 
  

     شمیرنه    حل   :

    
2

0x x

   
2

 x6 - x 4
sin   

2

 x6 x4
sin  2-

lim





         

2x

xxsin5sin2 
 lim

0x

=                    
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2x

xsinx5sin2
 lim

0x

=        

x

sinx
  lim

0x

 
x

x5sin
 lim

0x

= 2                    

  
x5

x5sin5
lim

0x

=2       ×
x

sinx
 lim

0x

  

( y = 5 x ) 
x

sinx
 lim

0x

. 
y

ysin
lim

0y

= 10       

       = 10 × 1 × 1 = 10 

lim         :    پیدا کړې ۸لګه یب
x 



x

α6sinx6sin
                                              

 حل :

lim
x 

     
αx

)3(xsinα)3(xcos2



 
lim

x 

=  
αx

α6sinx6sin




  









x

x )(3sin
lim

x 

cos3(x +a) lim
x 

2  =                                   

)(3

)(3sin3









x

x
lim

x 

 cos 62 =                                   

   نو لاس ته راځي  y   ⇒ = y , x  -x 0وي دې 

y

ysin
 lim

0y

(3)   = 2 cos 6                                    

. 1 = 6 cos 6 = 6 cos 6   
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 په یاد ولرۍ :  مثلثاتي کټمټوالی

  
2

ba 
sin 

2

ba 
2 cos  sin b = –sin a  

   
2

ba 
sin 

2

ba 
2 cos  

lim  :   حل کړۍ  ۹لګه یب
0xx

tanx
  

 x > o   حل :

lim
0x x

tanx
+  lim

0x 

= 
x

tanx
   

= 1 

lim
0x x

tanx

x

tanx
lim

0x 

=  

                
x

tanx
lim

0x 

 =  

 = -1 

lim  لرو
0x x

tanx
  

x

tanx
lim

0x 

                                            

 لیمیټ نه شته یاپورته تابع  پوله د ګورو، چې  

 

 ”Continuity“ اديت(مدنه)متیناپرېک
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یو تابع په یوه ټکې یا یوه اینتروال کې څنګه یو فنکشن یا په دې برخه کې لولو ، چې   

ځان نیسي یا کوم حالت غوره کوي. ایا دا تابع  په کوم ځای کې ټوب وهي، یا پرې کیږي 

 دنې  توګه د اینتروال په دننه کې ځغلي.یو که  یا په  نه پرېکا

 Continuous functions دنه    ید تابعو ناپرېک

دنې)متمادیت( په هکله څړنه کوو او د یپه دې موضوع  کې  موږ د  د یوې  تابع د ناپرېک  

 ژند)تعریف(  ورکوو. یدنې یا متمادیت پیناپرېک

 // رسمه //                       // رسمه //      // رسمه //                 

(1)                                (2)                                 (3) 

1- 2f(x) = x  
x

1
f(x) =   

x

x
f(x) =  

 نځې لرم)تمرین(دا رسمونه دې هم ګران زده کوونکي وکاږي، زه د رسم کولو ستو

b      دې د تابعf   ژندورشو یا تعریفساحه کې  یو حقیقي)رییل     ( عدد وي. تابع یپه پf  

 fدې  د ږن   (b.f(b))دونکې )متمادي( ،بلل کیږي، که    د  ټکي  یکې ناپرېک   bپه 

 ګراف وکښل شي، بې له دې، چې پنسل له کاغذ پورته کړی شي.  

او تابع  x f(x) =2 -1له دې امله  تابع 
x

1
  f(x) =     په ټکيx=b دونکي دي.یرېکپکې نا 

تابع   
x

x
  f(x) =     پهx=o یا ټوپ وهې دونکې دهیدونکې نه ده یانې پرېکیکې  ناپرېک . 

 اته شي.دونکې ده، که پرې شي)تشیا ولري(، ټوپ ووهې او یا میکې پرېک x=aتابع په    

 1 =لرو      
x

x
 lim

0x 

او    
x

x0
lim 1
x 

       نو له دې امله
x

x
   lim

0x 

کې   x = oپه    

 نه شته
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 f(x) =     2x + 1 ;   x ≥ 1  :        وي دې  ١لګه یب   

            1 – x   ;  x < 1 

 ګراف                       الف ( ګراف وکاږۍ                          

ب (      پیدا کړۍ   
x 3

lim ( )f x


            

پ ( پیداکړۍ
1

lim   f(x)
x 

 

 وي    دونکې یکې نابرېک  x=1او     x=3که تابع په 

 حل :  

 الف (  ګراف کیڼ لور ته کښل شوی دۍ

xب (                  3
lim  f(x) =   (2x + 1) = 7

f(3) = 7

 

 پ ( 

              lim
1x 

(2x + 1) = 3 lim
1x 

f(x) =   

     lim
-1x

x  = 0 -1 lim
-1x

f(x) = 

 له    ب ( او پ( څخه لرو 

lim
1x 

f(x)  lim
1x 

 f(x)  

   کې ده یا نامتماديندویکې  پرېکx =1دونکې او یناپرېک  x = 3ه  له دې امله تابع پ
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x ≠ 0   ;         وي دې :  ۲لګه یب   
x

xx 3 
f(x) =    

                         3    ;  = 

 //  رسمه //       الف(  فنکشن رسم کړۍ

 دونکې ده او که نه       یکې  ناپرېک  x = 0او  x = 2ب (  بحث وکړۍ، چې تابع په  

 ره حل :  الف ( د تابع ګراف لپا 

 x -2 -1 0 1 2 

f(x) 5 2 1 2 5 

  lim
2x

f(x) = lim
2x

 
x

xx 3 
 =  lim

2x
 (x2+1) = 22+1 = 5       )ب   

                                                      = 5 
2

10
  = 

2

223 
f(2) =     

پوله )حد( شته او   fله دې امله  د 
2

lim  f(x) = f(2)
x 

یا نه کې متمادي  x = 2، نو تابع په     

 دیپرېکیدونکی 

 x = 0 وي دې      

lim
0x 

= 1
x

xx 3 
  lim

0x 

f(x) =    

lim
0x 

= 1
x

x3x 
  lim

0x 

f(x) =  
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                                                       پوله  ) حد(                      ۶۰۸               

------------------------------------------------------------------------------------ 

     . f (0) = 3   په دې مانا دۍ چې    lim
0x

 f(x) = 1  دا دا مانا لري  چې 

f(x) ≠ f (o) limدا دا مانا لري، چې           
0x

    

 دونکې)نامتمادي( دهیکې پرېک x = 0تابع په    

 کې)نامتمادي( دهکه له دې شرطونو کوم یو شرط پوره نه وي نو تابع پرېکدون

 دې وي :۳لګه یب

  
3x

9x 2




f(x) =   ،3-x ≠   

 کې ناپرېکېدونکې ده؟  x = -3 ایا تابع  په 

 متمادي نه  دی کې   x = -3تعریف نه دۍ، له دې امله تابع  په      f (-3)حل ( تابع  

 ژند)تعریف( : یپ

  f    دې یوه تابع وي، چې د ټولوx   ه همغه واز اینتروال کې چې  لپاره  پx=c   لري

 تعریف وي. 

 دونکی  بلل کیږي، که دا  لاندې شرایطو  پوره وي.یکې   ناپرېک   x = cپه  fتابع    

١       )f(x)                که    ٢تعریف دۍ   )f(x)  lim
cx

 شته وي )موجود وي(     

۳        )) f(x) = f(c   lim
cx

       

)که تابع د ټولو    , )x a b         لپاره   متمادي   وي ، نو  تابع په  وازاینتروال(a, b) 

 کې   هم متمادي  دی.
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              ۶۰۹                                         پوله  ) حد(                                               

------------------------------------------------------------------------------------ 

+ 1     ;    x ≤ 1 2f(x) =  2x وي دې      ۴بېلګه : 

                                      =  4+x          ;    x > 1                        ,    

 ته ناپرېکېدونکې ده او چېرته پرېکېدونکې.وګورۍ، چې تابع چېر

 تعریف دۍ fکي  x = 1حل :  په    

                          f(1) = 3. 

lim
1-x

+ 1) = 3 2(2x lim
1-x

f(x) =   

lim
1x 

(4+x) = 5 lim
1x 

f(x) =   

lim
1-x

f(x)  lim
1x 

f(x) ≠   

 کې  پرېکېدونکې ) نامتمادي ( ده  x = 1له دې امله تابع په  

 :     وي دې  ۵لګه یب    

+ 1 ;  x < 2 22x= 

f(x) =    3            x = 2 

x + 3   ;  x > 2= 

 کې تر بحث لاندې ونیسۍ x = 2متمادیت   په     f(x)د تابع  

    f(2) = 3کې تعریف ده او لرو    x = 2په     f(x)ع حل :  تاب 

lim
2x 

(x + 3) = 5 lim
2x 

f(x) =   
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                                                       پوله  ) حد(                                    ۶١۰           

------------------------------------------------------------------------------------ 

                           او          

      f(x) lim
2x 

f(x) = lim
2x 

                      

       f(x) = 5  lim
2x

   ⇒+ 1) = 5    2x( lim
2x 

f(x) =  lim
2x 

           

lim(دۍ، نو له دې امله      f(x) = 3دا چې    
2x

)f(x)  ≠ f(2                        

 دونکې)نامتمادي( ده یکې  پرېک  x = 2دا په دې مانا دۍ، چې تابع په  

 

 متمادي توابعو خویونهناپرېکیدونکو یا د 

 فعالیت: 

 جمع )زیاتون( پیداکړۍ    gاو  f( د توابعو ١

(f+g)(x) = ……                   

 دي، نو : =دونکيیکې متمادي)ناپرېک x=2توابع په     gاو   f( د   ٢

lim
ax

g(x) = …… lim
ax

f(x) = …….. &     

 ه وکاروۍ (  د پوله ارزښتونو )حدونو( ارزښتون ۳

lim
ax

(f(x) + g (x) ) lim
ax

(f + g) (x) =   

        = …………… :… 

       = ……………… = (f + g) 

(a) 
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               ۶١١                                        پوله  ) حد(                                               

------------------------------------------------------------------------------------ 

 کې متمادي دي.  x=aپه    (f+g)له دې امله   

کې متمادي وي، نو د لاندې توابعو څخه یې هره یوه په    x=cپه     gاو fکه تابع  

x=cکې متمادي ده 

                f +g( د توابعو جمع ١

     f – gد توابعو تفریق)کمون((  ٢

        f.g( د توابعو ضرب)ځل( ۳

;           د توابعو وېش 0
f

g
g

  

 : وي دې  ۱لګه یب

f(x) = sin x + 1, 

2 –+ 3 x  2g(x) = x 

 کې متمادي دي.  x=1په     gاو   f(  ١نو  

      x  2sin x + x 3 +– 1ړۍ، چې   الف(ی(  وڅ ٢     

 3x  2(sin x + 1 ) ( x +– ( 2ب (        

 کې متمادي   که نامتمادي ديx=1په   

 حل : 

f(x) = f(1) = sin 1 + 1 lim
1x

1)  

g(x) = g (1) = 2;    lim    کې متمادي  دۍx = 1په   fنو        
1x

                              

 کې متمادي دۍ x = 1په    g نو
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                                                       پوله  ) حد(                                      ۶١٢         

------------------------------------------------------------------------------------ 

   ړۍیدویم خوي وڅ

2) –+ 3x  21 = (sin x +1) + (x –3x +  22) a) sin x + x 

 (  الف(    ٢

                                       = f(x) + g (x) = (f + g) (x)  

        کېمتمادي ده  x = 1د متمادي توابعو جمع  په  

2 ) = f(x). g(x)-+ 3x  2b) (sin x +1) (x                             ) ب 

              = (f.g) (x)  

 

 کې متمادي دۍ x = 1متمادي توابعو  ضرب )ځل( په  یا  -ناپرېکیدونکونو د   

 

 :  وي دې     ٢لګه یب        

                                f(x) =  x + 1,        g(x) = 3x - 2; 

         کې متمادي ده  x = 2په      f(x). g(x)ړۍ، چې ایا    یوڅ

 حل : 

lim
2x

f(x) = f(2) = 3  

lim
2x

g(x) = 4 = g(2)  

   2-+ x  2f(x) . g (x) = 3x 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

  

                        ۶١۳                               ) حد(  ارزښت پوله                                               

------------------------------------------------------------------------------------ 

           lim
2x

2 = 12-f(x). g(x) = 3(4) + 2    

             g(x)    lim
2x

f(x).  lim
2x

=  

                    = f(2) . g(2) 

 متمادي دۍ  f(x).g(x)  ې له پورته څخه لاس ته راځي، چ

رته یادي تابع په ګوته کوي یا ښایي، چکې ګراف متم   [a,b] په کیڼ لور  بند ایتروال   

 دۍ.   .f(a) ≠ f(b)چې  

شي انځورېدلی تر  ځخه  نه    (b, f(b)) نو  ګراف له ټکي   f(a) < k < f(b)که ولرو  

          ره غوڅه نه کړي .س  kد ثابتې      y = kڅو   پرته )افقي(کرښه    

 ) انځور راځي(      

 له پورته څخه لیکلی شو:

ترمنځ     bد    او    kکې متمادي) ناپرېکېدونکې( او  [a,b]په بند اینتروال     fکه تابع  

 f(c)ترمنځ  شته داسې چې       f(b)او f(a)د      c پروت وي، نو هلته کم له کمه یو عدد

= k دۍ 

 + 4x ,  x  3f(x) = x [1,2]وي دې       :  ۳لګه یب

 وي.  f(c) = 11  شته داسې،چې  c  (1,2)وښایی، چې یو       

 لرو  کې متمادي دۍ.   [1,2]په بند اینتروال     fیو پولینوم  دۍ نو    f(x)حل :   

+ 4 (1) = 5; f(2) = 8 + 4 (2) = 16 3f(1) =1 

f(1) ≠ f(2)   16 > 11 > 5او 

 دۍ     f(c) = 11  شته، داسې چې     c  (1,2)امله یو عدد له دې 
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                                                       پوله  ) حد(                                   ۶١۴            

------------------------------------------------------------------------------------ 

 : وي دې   ۴لګه یب

f(x) =   2x + 4;   -1 ≤ x < 2 

        = 10x;    2 ≤ x ≤ 20 

 نو

شته    c (-1, 20)الف ( و ازمایی، چې تابع متمادي ده    ب (  و ازمایی، چې یو  

 ارزښت پیدا کړۍ.  cدۍ او د     f(c) = 6داسې چې   

 حل :  

lim
2x 

+ 4 =8 2f(x) = 2x  

lim
2x 

2 = 8 –f(x) = 10   

  له دې امله لرو 

f(x) = 8 lim
2x

f(x) =  lim
2x 

f(x) =  lim
2x 

                        

         f(x) = 10 – 2 = 8 

  مادي دۍکې مت   [20 ,1-] ګورو چې   تابع  په  

b)  f(-1) = 2x – 1 + 4 = 2 

1) ≠ f(20)-f(  ⇒ = 10     1020 f(20) =                            

 10 > 6 > 2 په دې اساس  لرو                

 c (-1, 20):  f(c) = 6 له دې امله لرو                      
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             ۶١۵                                          پوله  ) حد(                                               

------------------------------------------------------------------------------------ 

2x + 4 = 6 ⇒ 2 x = 2 ⇒ x = 1 (-1, 2). 

10x⇒= 6   

x – 10 = 6 ⇒  x = 16 (-2, 20) 

 10 – x = 6 ⇒ x = 4 (-2, 20)                 یا 

 16 ,4 ,1  ارزښت دۍ  cد    

 :  وي دې  ۵لګه یب

],
2

π
,

2

π
-[ f(x) = 2 sin x + 3; x                                                                

c]-وښایی  چې  
2

π
,

2

π
 پیداکړۍ.   cاو     f(c)=4شته   د کومې لپاره چې  باور لري  [

 متمادي) ناپرېکېدونکی(  دۍ    fد ساین تابع ده، نو له دې امله    fحل : د  تابع 

3 = 11) + -+ 3 = 2 ( 
2

π
-) = 2 sin 

2

π
-f( 

+ 3 = 2 (1) + 3 = 5 
2

π
)  = 2 sin 

2

π
f( 

)  
2

π
) ≠ f(

2

π
-f(:  نو موږ لرو 

 5 > 4 > 1         متمادي ده او لرو fتابع                

) cدا په دې مانا چې    , )
2 2

 
           شته، د کوم لپاره چېf(c) = 4   يصدق کو 

 پیدا کړو نو لرو     cد دې لپاره چې    

f(c) = 2 sin c + 3 = 4 
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                                                       پوله  ) حد(                                   ۶١۶            

------------------------------------------------------------------------------------ 

2

1
sin c =  ⇒2 sin c = 1  

              
6

π
c =   ⇒ 

  f(b)او   f(a)متمادي دۍ ،   [a,b]په ایتروال   fد ګراف څخه څرګندیږي، چې   

د منځ ارزښت جملې له   ترمنڅ f(b)او  f(a)د  cمخنخښې)علامې(  لري، نو    متضادې

  ترمنځ شته، چې  لاس ته ترې راځي    bاو   aد Cسره کم له کمه یو K=0مخې  د    

f(c) = 0   . 

 اڼځور  شته     مساواتو  یو حل دۍ  .   f(x) = 0 د   x=cدا په دې مانا چې   

 5x  3f(x) = x +– 23:  وي دې         ۶لګه  یب

 کې غوڅوي. (2.3)محور  په اینتروال   - xد    fتابع   وښایۍ،  چې

 متمادي دۍ.  [2,3]په اینتروال   کې    fپولینومتابع ده ، نو     fحل : 

  5-23 =  –+ 5 (2) 3 f(2) = 2    

  23 = 19 –+ 5 (3)  3f(3) = 3    

    f(2) ≠ f(3)   اود متضادو مخنخښو)عالمو( سره             

 دۍ     f(c) = 0لرو چې       c(2,3)له د   له دې ام  

 

 " Chapter Summary " د څپرکي ټولګه

ته لاړ شي. دا په دې   cتړلیي یو حقیقي عدد  x لري، که   Lیو حد   f(x)تابع    ژند:یپ   

ته   cو  close toتړلی  xته ځي دا دۍ،  چې   Lلپاره، چې تړلی و      f(x) د معني چې

limیې لیکو :   لاړشي او داسې ( )
x c

f x L
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              ۶١۷                                         پوله  ) حد(                                               

------------------------------------------------------------------------------------ 

ته نزدې  cد ښۍ یا کیڼې لور و   xولري ،که  L پوله ارزښت همغه  f(x) قصیه :  که

 سره برابر دۍ. L شته او د پوله ارزښت شي، نو 

 حد خویونه :پوله ارزښت یا د 

limحقیقي اعداد وي داسې چې     Mاو  c;Lتوابع وي،    gاو  fکه ( )
x c

f x L


  

lim  او   ( )
x c

g x M


 ندې لرو:، نو لا 

g(x) = L + M lim
cx

f(x) +  lim
cx

( f + g ) (x) = lim
cx

1)  

L  g(x) = lim
cx

 -f(x)  lim
cx

g(x) ) =  –( f(x) lim
cx

g ) (x) =  -( f lim
cx

2) 

– M 

M g(x) = L  lim
cx

 f(x)  lim
cx

g ) (x) =  ( f lim
cx

3)  

0 ) ; ( M 
M

L
=  

g(x)

f(x)
lim

cx

(x) = 








g

f
lim

cx

4)  

 L= f(x)lim
cx

5)  

 ته ور نزدې کیږي.   cد ټولو ارزښتونو لپاره ، چې   xاو د   f(x)  0)د  

1په  راديان ورکړ شوی وي، نو لرو :  xقضیه : که 
x

sinx
lim

0x




  

1په  راديان ورکړ شوی وي، نو لر:  xقضیه : که 
x

tanx
lim

0x




 

ولري  x = cواز انتروال کې چې  لپاره په یو  xدې یو تابع وي، چې د ټولو   fژند :  یپ

 کې  متمادي، د لاندې شرایطو لااندې:  x = cپه   f،تعریف وی،  نو وایو چې 
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------------------------------------------------------------------------------------ 

1) f (x) تعریف دۍf (x)  lim
cx

 شته دۍ                    (2

f (x) = f (c) lim
cx

3)  

b ( a ,لپارره متمادي وي، نو تابع په ټول انتروال    x ( a, b )که تابع  د ټول  

 کې    متمادي ده. (

کې متمادي ده، که تابع له ښي لور په       [ a, b ]پېژند : وایو چې یو تابع په یوه بند انتروال 

 x = a    ې متمادي وي او له کیڼ لور پهx = b   کې او د واز انتروال ( a, b )  په  هر

  ارزښت کې متمادي وي. 

کې  متمادي وي، نو دا لاندې توابع هر یو      x = cهپ gاو   fد متمادي توابعو خویونه : که 

 کې متمادي دۍ.  x = cپه 

 تابع f+gاول ( د جمعې 

 تابع f-gدویم( د تفریق

 تابع f.g دریم( د ضرب  

 څلورم( د ویش تابع 

او  f(a)د   kکې متمادي وي او a,b] [په بند انتروال   fد منځني ارزښت  قضیه: که تابع

f(b)د وي، نو کم له کمه د ترمنڅ یو عدa   اوb   ترمنڅ یو عددc     شته، د کوم لپاره چې

f(c)=k .باور لري 

 تړنه

 اره پوله ارزښت ) حد(پل x-<+∞ د    

       اول :
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                ۶١۹                                       پوله  ) حد(                                               

------------------------------------------------------------------------------------ 

وېشنه په یوه ډېر لوی )ناپای( مثبت)منفي( عدد باندې یو  ډېر کوچنی مثبت) منفي(  ۵د  

 . عدد ورکوي یانې 

ر نزدې لري ، چې له پورته او کښته ګراف ته و  y=0یو  پروت اسیمپتوت    fGګراف    

 کیږي.    

 دویم :

                                

وېشنه په یوه ډېر لوی مثبت)منفي( عدد باندې یو  ډېر کوچنی مثبت) منفي( عدد  3-د 

 . ورکوي یانې 

لري ، چې له پورته او کښته ګراف ته ور نزدې   y=0یو  پروت اسیمپتوت    fGګراف    

 کیږي.    

                دریم :

ستر رول لوبوي. د مربع کونې له لاري  هر عدد مثبت    2xپه مخرج کې  فقط      

په یوه ډېر لوی مثبت عدد ووېشل شي، نو یو خورا کوچنی مثبت عدد ترې  ۵کیږي.که 

                                                                                لاس ته راځي، یانې 

لري ، چې  فقط له پورته لور  ور نزدې کېدنې   y=0یو  پروت اسیمپتوت    fGف    راګ

 سره .

                 څلورم : 

وېشنه په یوه ډېر لوی مثبت  3-د  د مخرج مربع کونې سره  منفي عددونه هم مثبت میږي..

 .-     عدد باندې یو  ډېر کوچنی منفي عدد ورکوي یانې

 لري ، چې فقط  کښته ګراف ته ور نزدې کیږي.     y=0پروت اسیمپتوت  یو    fGګراف    
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------------------------------------------------------------------------------------ 

 اصول  یا ترې صرفنظر کونې   -د پرېښودنې   

 اول : 

                         

توانه په پام کې نیسو  او همداسې  له      2xتوانونه، په مخرج کې د     xپه صورت کې د   

لنډیږي.    xټولو ثابتو تېرېږو )ټولې ثابتې پریښول کیږي،صرف نظر ترې کیږي( او بیا 

 ترې لاس ته راځي.   ډېر لوی  مثبت)منفي( عدد ووېشل شي.  نو    په ١که 

لري، چی له پورته او کښته ورنزدې    y=0پروت اسیمپتوت)مجانب(        fG څېره

 کیږي. 

 دویم 

                   

له ټولو توانونو په پام کې نیونو  او  له   xاو په مخرج کې د      2xپه صورت کې د   -

سره لنډوو. په روښانه توګه  ټول   xثابتو تریږو ) صرفدظر ترې کوو ( او بیا یې د  ټولو

 لاس ته راڅي.  پوله ارزښتونه

په  ١مایله اسیمپتوتي راکوي، ځکه چې  د صورت درجه له مخرج څخه د     fGڅېره  

 اندازه ستره ده. 

 دریم :

                       

ټول توانونه په پام کې نیسو  او  له   ټولو ثابتو تېرېږو او   x² په صورته او مخرج کې د 

 سره لنډوو. x²د     بیایې
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                ۶٢١                                       پوله  ) حد(                                               

------------------------------------------------------------------------------------ 

 راکوي.     2/3-ټولې پولې په روښانه توګه  

 ده.       =y-2/3پرته اسیمپتوت راکوي  ، چې   fGره  یڅ

             څلورم :

له ټولو کوچنیو    x³څخه کوچنیو ټولو توانونو او په مخرج کې  د    x²په صورت کې د  

بتو تېریږو ) صرف دظر پرې کوو ( . که   په   ووېشل شي ، توانونو   او همداسې  له ثا

 ترې لاس ته راځي.  0 نو یو کوچنې مثبت یا منفي عدد   یانې

 لري،چې له پورته او کښته لور ورنزدې کیږي.   y = 0یو پروت اسیمتوت  fGڅېره  

 رنیز حلونهیشم 

         دویم :

                                               
سرره لنډونې   x²له نوکانو) قوسونو( راوستنې او بیا د    x²   په صورت او مخرج 

 نو  په لور ،   په لور ځي او صورت د  ١وروسته   مخرچ د 

 و صفر ته نزدې کیږي.  x / 1او  x/2ترمونه   

درجه د مخرج له درجې څخه یوه مایله اسیومپتوت لري، ځکه چې د صورت   fGره  یڅ

                                                                                                لویه ده.  ١په 

     :  دریم
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                                                       پوله  ) حد(                                       ۶٢٢        

------------------------------------------------------------------------------------ 

 

له نوکانو راووېستل شي او بیا لنډ شي،نو صورت د صفر په لور ځي یا صفر   x²که    -  

ته نزدې کیږي، ځکه  ټول ترمونه د    او    و صفر ته ځي په  ١,مخرج ;ته نزدې کیږي

 فقط  ترم     د صفر مخنخښه ټاکي.صورت 

 خېره       پرته اسیمپتوت لري  له پورته او کښته نزدې کیدنې سره. 

   څلورم:

له نوکانو دباندې نیسو او بیا په   4xیعنې    xپه صورت او مخرج کې هغه د لوی توان 

 ې راځي:    ترتیب شمېرنیزه عملیه مخ ته بیاوو ، نو لاس ته تر

 

 ټولیز خویونه :

                    ل :  او
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                ۶٢۳                                       پوله  ) حد(                                              

------------------------------------------------------------------------------------ 

لګه کې داسې مخ ته تللي ي،چې په صورت کې له ټولو عددونو تېرېوږ، چې  یپه پورته ب

څخه  ٢کوچنی یعنې صفر وي او په صورت کې له ټولوأه  ١د خپلواکې متحولې توان له 

له دې امله  پورته تېکیږی، ارو، چې په صورت کې    پوکوچنې توان څخه تېرېږو. ګ

 منفي نابای په لور ځي.  -تابع د مثبت

                                      دویم : 

څخه تېرېږو او ببیا صورت  ٢او مخرج کې له  ١په پورته بېلګه کې  په صورت کې له 

  . چې د  x ویشو، چې لاس ته رانه یې یو یې د یوه ثابت عدد وېشل وي په   xاو مخرج په 

x   ته ځي.  سره  تابع و 

                                                                                 :  لرو :  ۳لګه یب 

د    سره لنډونې وروسته x²څخه تېرېږو او د  2xاو مخرج کې له   ٢په صورت کې له 

x² :  سره لنډیږي او په دې ډول لاندې پایله لرو 

   

             :             ۴لګه  یب 

او مخرج کې  له    اوو  څخه تېرېږو او بیا له لنډونې وروسته  یو  ١په صورت کې  له 

 دۍ، یعنې لرو :  ثابت عدد په ناپای وېشل کیږي، چې پاېله یې  
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        تمرینونه                                                    ۶۲۴         
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 ۶۲۵               پوله ارزښت                                                     
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 . مشتقشمیرنه)رابیلیدنه( ٢۰

 

.II.1مت(ید تابع تغیر منځ ارزښت )منځنی ق Average rate of change 

   

، چې د ریاضیاتو زړی ورته دکتاب په دې برخه کې موږ د ریاضیاتو یوه غوره برخه

ویلی شو ، تر څېړنې لاندې نیسو، نو له دې امله لازم ګڼم، چې په دې هکله داسې  مهم  

 څه د یوه یادښت په څېر راوړم:

 Averagerate ofکه له  یوه  ځای څخه وبل ځای ته د تابع د تغیر منځ ارزښت  

change  ټکو کې د تابع  جګوالى ، میل  ، نو  موخه ترې  په یوه ټکي یا دوه څخه غږیږو

اویا تانجنت دۍ او دا دریواړه کلمې  د ریاضیاتو له مخې  په همغه یوه معنا دي او وبه 

 ( هم.  Difference quotientګورو، چې همداسې د تفاضل وېش)  

 په يوه ټکي کې د تابع د ګراف میل)جګېدنه(

په الوتکوکې د 

 الوتنېدلیک)الوتنلیک( الې

(Flight barogramm) 

جوړې دي، چې تل  د الوتنې 

جګوالی د الوتنې د وخت په 

واک کې  یا د وخت   تابعیت 

او په هر جگوالي   کې رسموي

کې د هوا فشار هم لیکي. که دا 

په پښتو واړوو،  نو د لیک بکس 

  به ورته ووایو.
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           ۶ ٢۷                      . مشتقشمیرنه)رابیلیدنه(          ٢۰                                  

---------------------------------------------------------------------------------   

  لو وختونوجګوالی ښووول شوی.یلا بیپه پورته  گراف کې د يوې الوتکې د الوتنې  د ب

 ی زیات دى؟ته جګوال  A کې نسبت  و ټکي    Bایا فکر کوئ، چې  په ټکي  -

په ټکي کې د  Eپه  ټکو کې جګوالی منفي دى؟ دلته د   Gاو   Eایا فکر کوئ، چې د -

 ټکي ته؟ Gارزښت له مخې جګوالی زیات دى نسبت د 

 ایا د یوې کرښې او منحني جگوالی هرچېرته توپیر لري او که نه ؟-

                                                                                             لاس ته راوړنه : 

گورو، چې په یوه منحني کې د ګراف جګوالی هرچېرته برابر نه دى، نو له دې امله  - ١

 باید ټکی په ګوته کړو، چې هلته میل څېړل کیږي. 

لګه کې به روښانه کړو، چې تنها  د یوې )سیده(کرښې میل هرچېرته یپه لاندې ب - ٢

 و له دې امله  دلته د یوې کرښې د میل یا جګوالي څخه غږیږو.برابر دى، ن

 بریښي چې  لاندې پېژند یا تعریف  عاقلانه دۍ:

میل   ژند ) تعریف (: د یوې تابع ګرافیپ

په یوه ټکي کې په همغه  P)جګوالی( د 

ټکي د تانجنت د میل د ګراف سره برابر  

 دۍ

 

ف لري، چې د لمسټکي)مماس( په چاپېریال لیدل کیږي چې دلته یو تانجنت د کرښې تعری

 کې د امکاناتو سره  سم لمسټکي)مماس( ته ښه ور نږدې کیږي. 

 ددې پېژند یا تعریف  له مخې   په یوه ټکي کې د یوه ګراف میل د یوې کرښې میل دى.

په ټکو هر یوه کې یوه کرښه )تانجنت( انځوروو،  Bاو Aدنې ټاکلو لپاره د ید ګراف د جګ

 ف ته خورا زیاته نږدې کیږي.چې ګرا

 رل کېدی شي:یدنې مثلث  په مرسته جګېدنه په شډل یا ساده  ډول شمید  میل یا جګ
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               یلیدنه(                        . مشتقشمیرنه)راب  ٢۰                           ۶٢۸       

--------------------------------------------------------------------------------- 

دنه :       یپه ټکي کي جګ Aد 

 

دنه :          یپه ټکي کې جګ Bد  

 

 

لګې لپاره  میل یا جګېدنه په یوه ټاکلي ټکي کې د لحظوي )سملاسي( میل د یزموږ د ب

 چټکتیا )سرعت( په معنا دى.

جګېدنې چټکتیا)سرعت( ، د میل یا min 12,5په ټکی کې : د الوتنې وخت نږدې   A د

نږدې
min

10
m

 ده   

  دنې چټکتیا)سرعت( نږدېی، د جګ  min 23,0: د الوتنې وخت نږدې   په ټکی کې Bد 

19,5
min

m
 ده.  

تانجنت تر اوسه فقط د لیدنې له مخې تعریف شوی ، چې د لمسټکي چاپیریال ته خورا  ډېر 

په ټکو کې هم یواځې په B او Aله ممکن وه، چې د ګراف میل  د نږدې کیږي.   له دې ام

 نږدې  ډول وټاکل شي، دا په عمل کې د قناعت وړ نه دۍ.

 

  II.2دنه(:یپه يوه ټکي کې د تابع دګراف میل )جګ 

معلومه ده ، چې یو ریلګاډی د تمځای څخه له خوزېدو)حرکت(وروسته خپله 

زیاتوي.وهلې لار) د تمځای څخه لرېوالی(  (هکراره کرارورو ورو )چټکتیا)سرعت( په 

 تل زیاتیږي. د تمځای څخه لریوالی د چټکتیا یا سرعت په واک کې ده .
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               ۶٢۹. مشتقشمیرنه)رابیلیدنه(                          ٢۰                                  

--------------------------------------------------------------------------------- 

دا عمل د لاندې تابعمساوات له 

 لارې لیکلی شو.

لار   sوخت د ثانیې او د  xدلته د  

د متر لپاره لیکو 

 

 مخامخ :  د تابع ګراف

 

 ۷مې او – ۳د    Averagerat of change   نی جګوالی(ځاوس باید منڅنی ارزښت)من

 مې ثانیی ترمنڅ وشمېرل شي.–

 رو.یکانت انڅوروو او د هغې جګوالی شمیدې لپاره  اړونده سد

ر ارزښت یاوس دې د تغ

مې او – ۳)منڅنی جګوالی( د 

رل یمې ثانیو ترمنڅ وشم– ۴

 شي.

په دریمه ثانیه کې د ارزښت 

 تغیر  یا جګوالی څومره دۍ؟

د منڅنی جګوالي  داسې مخ ته 

  0Pاو     1Pبوزۍ، چې  د ټکو

ترمځ واټن تل کوچنی 

د ټکي    1Pشي،داسې چې ټکی 

0P .په لور وخوزیږي  

 مې دقیقې ترمنڅ-۷مې او – ۳د 
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. مشتقشمیرنه)رابیلیدنه(                                         ٢۰                        ۶۳۰          

---------------------------------------------------------------------------------        

     ګوالی(دۍ:جرارزښت )یمنڅنۍ تغ

 مې دقیقې ترمنڅ – ۴مې او – ۳د 

    رارزښت) منڅنی جګوالی( دۍ:یمنڅنی تغ

 

 رنهیدنې  شمیدې کږدریمې دقیقې  ته  د  ورن  

 

په لور وخوزیږي  یا    0Pد ټکي   1Pرنه په ګووته کوي، چې که  ټکی  یپورته شم

 ته ورنزدې کیږي. ۳رزښت)جګېدنه( تل زیاته و ارزښت ر ایورنزدې شي، نو  د تغ

دنې یي جګوي تغېرارزښت )لحظوموږ په دې توګه یو ارزښت لاس ته راوړو، چې لحظ

                                                                                  دې کیږي. ږ( ته تل ورن

پله بېلګه کې وکاروو، نو  د تغیرارزښت حدونه(  په خاکه موږ فیزیکي لویي )و

 باور لري . دا د چټکتیا لپاره یوون)واحد( دۍ m/s)جکوالي( لپاره  

 وخت دیاګرام چټکتیا )سرعت( په ګوته کوي.-دا په دې مانا دۍ،چې د لار

 

 II.3رلو  ته یتغیرارزښت  شم) د سترګو رپ( د لحضوي 

 رنیزه تګلاریشم             
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               ۶۳١. مشتقشمیرنه)رابیلیدنه(                          ٢۰                                  

---------------------------------------------------------------------------------        

 ارزښت منڅنی تغیر  کې  په اینتروال لپاره   f(x) = 0,5x²د   

:جګوالی

     

 

3دا 0,5 x    دی ارزښتتغیرمنځنی د 

د  صفر په لور وهڅیږي  )   xکه  تل کوچنی شي، موږ وایو xکه اوس 

0x    3( ،نو د منځنی تغیر ارزښت 0,5 x    یږي.هڅ به لور   3د 

 په ځای کې.   0xدا نو اوس لحظوي ) د سترګو رپ( تغیرارزښت دی  د

0xد دې لپاره لیکو : د      :3لپاره باور ري 0,5 3x   

 یا

0 0
lim lim(3 0,5 ) 3
x x

y
x

x   


   


 

  

II.4(ویش )؟(د تفاضل )کمښت ویش Difference quotient 

تر څېړنې لاندې  Difference quotientپه ورته توگه د کمښت ویش یا د تفاضل ویش 

  .نیسو

 دی شي:یدنه بې له مشتق نیونې ټاکلکییوې کرښې  میل یا جګ د

 لرو y=f(x) = mx+aکرښه    
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                 . مشتقشمیرنه)رابیلیدنه(                        ٢۰                         ۶۳٢         

---------------------------------------------------------------------------------        

 دنې فرمول په لاندې ډول دۍ:ید دې کرښې د جګ

 

 

 په دوه ټکو  1Pاو  0Pزند :  قاطع هغه کرښه ده، چې منحني  د ی( پ seconceد قاطع ) 

 غوڅوي)لاندې څېره وګورئ( کې

 

قاطع هم یوه کرښه   (: دا چې دنه)جګوالییجګیا  میل  (secantغوڅووني(پایله : د  قاطع

 ده نو ،،میل  )جګوالی( ،، یې هم د یوې کرښې میل په ډول شمېرل کیږي. 

 

 

 

  ) تعریف(ژندیپ

 xشوې تابع وي، كې پخپله تعریف0xه یوه چاپیریال او پهپ0xد تابع دې f(x)y د  

څخه بیل خو د چاپیریال په یوه خوښه یا په زړه پورې ځاى دى) مخامخ څیره دې 0xد

 وکتل شي(.

کانتیس  
 منحني

1 0 1 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )y y f x f x f x x f xy
m

x x x x

   
   
   

1 0 1 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )
s

y y f x f x f x x f xy
m m

x x x x
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           ۶۳۳ابیلیدنه(                            . مشتقشمیرنه)ر  ٢۰                                  

---------------------------------------------------------------------------------         

  

 Differenceیا كمښتویش –نو د تفاضل 

qutient  د قاطع  میل  شته  دى، چې په

       لاندې ډول یي لیکو:

0 0 0 0

0 0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

    
   

   

 


y y f x f x f x x f xy

x x x x x x

f x h f x

h

 

 

 

 ژند لپاره  څیره ید پ

لپاره فرمول:  تابع fد  
h

xfhxf )()( 
ټکو ترمنځ  په ګراف باندې د دوه  f. دا فرمول د 

hxاو xمحور  باندې د  xد قاطع د میل شمېرنه ده. د ا ټکي د    .ټکي دي 

 د کمښت وېش یا د تفاضلونو ویش د مشتق د تعریف لپاره په کار راځي.

 

 لګه:یب

)(453د   2  xxxfy  تابع دې ورکړ شوې وي. د دې تابع کمښت ویش)دتفاضل

وېش( پیدا کړئ.

536

536

453455363

)453(4)(5)(3)()(
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22
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   II .2مشتق Diffrentialquotient 
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                                       . مشتقشمیرنه)رابیلیدنه(  ٢۰                       ۶۳۴           

---------------------------------------------------------------------------------         

  II.2.1د غوڅوونې)تقاطع( جګوالي څخه و د تانجنت  جګوالي یا جګیدنې ته 

او اړونده     یو تابع   

 ورکړ شوی وي.ګراف دې 

دنې حالت په پام کې یکه د  تابع جګ

دنه په یونیسو ،نو ګورو چې د تابع جګ

 ر لري.ینزدې ټولو ټکو کې توپ

تابع    دنه، لکه په  لانیزییوه ثابته جګ

کې د  

 

په زیاتو وختونو اړیینه ده ، چې د 

دنې حالت(  کې  د یتغیرحالت) د جګ

 ړو.یتابع د تلنې  حالت و څ

امله  لحظوی چټکتیا)همغه  نو له دې

 -په لار 0v(t(یا سملاسي(  –وختیزه 

 وخت دیاګرام کې وڅېړو.

رنې په مرسته  دا پرابلم ید مشتقشم 

 دی شي.یخل ک

د يوه تابع د جګېدنې ټاکنه  په يوه د  

مخه ورکړ شوي ځای کې 

differenzieren    د مشتق نیونه

 بلل کیږي.

 

 

 

 په پام کې نیولی سترګو رپ

 ر دې سترګو رپ پورې وهلې لارت
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        ۶۳۵                               . مشتقشمیرنه)رابیلیدنه(  ٢۰                               

------------------------------------------------------------------------------------         

او د هغه ګراف   یو تابع  

ورکړ شوی.  په ټکي      دې

کې ورکړ شوی وي.    

 ددې جګوالی  پیداکړی شي.

 

ددې پرابلم د حل لپاره داسې مخ ته 

ځو، چې  لومړی  جګوالی  په نزدې 

 توګه )تقریبي( پیدا کوو.

د       ددې لپاره یو بل ټکی

ټکي  په نزدې کې  

 ټاکو.    

 

کرښه، چې دواړه ټکي سره تړي 

جګوالی ښایي،  ،یعنې سیکانت، یو

ترمنڅ د تابع     0Pاو   1Pچې د تکو 

 په ګوته کوي. ،،منځنی جګوالی،،

 

 دا د جګوالیمثلث  له لارې ټاکل کیږي.

 

 

 

 

 

 جد سیکانت د جګېدو کون 

 د سیکانت د جګېدوضریب 
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                                       . مشتقشمیرنه)رابیلیدنه(  ٢۰                       ۶۳۶           

------------------------------------------------------------------------------------         

په نزدې کې   0Pد ټکي   1Pکه ټکی 

وټاکو یا ځای په ځا ی کړو، نو دا په 

کې  د تابع  دنوي    0Pټکي   

سیکانت جګوالی دۍ چې باید پیدا 

تلنه(  تل مخ ته شي. که دا کار )

ته  0Pتل و ټکي    1Pبوزو، او ټکی  

ورنزدې کړو،  نو د پولې حالت په 

څېر یوه کرښه منڅ ته راځي، چې د 

 کې لمسوي. 0Pتابع ګراف په ټکي  

کې   0Pد تانجنت جګېدنه  په ټکي  

ټیک د تابع د ګراف جګېدنه  په 

 کې ښایي. 0Pټکي  

 

 

 
د تانجنت د جګوالي ) میلان ـ( 

 ونجک

 د تنجنت د جګوالي ضریب   

 

دی شي د ریاضي یداحالت یا تلنلار ک

ر یله لارې   د پوله ارزښت  په څ

 افاده شي.

 

 

.II.2.2   کمښتویش او مشتق Diference quotient and diferentialquotien 

دنه ) منځنی تغیر ید سیکانت جګ   

 ارزښت(

    لپاره  د مساوات ښۍ خوا ځای په ځای کوو    x د
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            ۶۳۷(                              . مشتقشمیرنه)رابیلیدنه  ٢۰                              

---------------------------------------------------------------------------------     

 

 د تنجنت جګېدنې سره  د حد ) پوله ارزښت( له لاري لرو

      

 د سترګو رپ  تغیر ارزښت دۍیا  –دا مشتق یا لحظوي   

   : یا لنډ

 

ړنې لاندې یتر څ Difference quotient په ورته توگه د کمښت ویش یا د تفاضل ویش

  نیسو:

 دی شي.یدنه بې له مشتق نیونې ټاکلکیمیل یا جګد یوې کرښې  

amxxfyکرښه    لرو.)(
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---------------------------------------------------------------------------------     

 دنې فرمول په لاندې ډول دى:ید دې کرښې د جګ

x

xfxxf

x

xfxf

x

yy

x

y
m





















)()()()( 000101 

 

   II.6 د (قاطعغوڅوونې  seconceپ )ژند: ی 

 په دوه ټکو کې غوڅوي. 1Pاو  0Pقاطع هغه کرښه ده، چې منحني د

قاطع هم یوه کرښه ده نو   (: دا چېsecantدنه)جګوالییپایله: د  قاطع میل یا جګ

 میل)جګوالی( یې هم د یوې کرښې میل په ډول شمېرل کیږي. 

 د جگوالي لپاره لیکل کیږي. Smپه لاندې کې

1 0 1 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )
s

y y f x f x f x x f xy
m m

x x x x

   
    

   
 

xfy)(د  ) تعریف(:پېژند 0د  تابع دېx  په یوه

كې پخپله تعریف شوې تابع  0xال او په چاپیری

څخه بیل خو د چاپیریال په یوه خوښه  0xد  xوي،

یا په زړه پورې ځاى دى)مخامخ څیره دې وکتل 

 Differenceشي(. نو د تفاضل یا كمښتویش 

qutient  لاندې  د قاطع  میل  شته  دى، چې په

    ډول یې لیکو:

0 0 0 0

0 0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

    
   

   

 


y y f x f x f x x f xy

x x x x x x

f x h f x

h

 

 ژند لپاره  څیرهید پ
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            ۶۳۹                              . مشتقشمیرنه)رابیلیدنه(  ٢۰                                  

---------------------------------------------------------------------------------     

لپاره فرمول:  غوڅي  میل تابع fد  
h

xfhxf )()( 
په ګراف باندې د   f. دا فرمول د 

hxاو xمحور  باندې د  xرنه ده. ټکي د یټکو ترمنځ د قاطع د میل شم دوه   .ټکي دي 

 نو ویش د مشتق د تعریف لپاره په کار راځي.د کمښت وېش یا د تفاضلو

دنې ټاکنه  په یوه د مخه ورکړ شوي ځای کې د تابع د مشتق نیونه  ید یوه تابع د میل یا جګ

 ږي.یبلل ک

رنه = د یوې منحني میل  یمشتق شم

(Differential caculation 

ټکي  یو بل  0P,او   1Pتانجنت: که د 

خه ته ناپای نږدې شي، نو له قاطع څ

 تانجنت جوړیږي.

 
 

     دنه : د تانجنت جګېدنه د قاطع د جګېدنې ،،حد ،،دى.یپایله : د تانجنت جګ

x

xfxxf

y

xfxf

x

y
m

xxx
t


















)()(
lim

)()(
limlim 00

0

01

00

 
 

کلمه نوې ده، نو له دې امله دا derivativeپام: لکه د مخه مو چې ګوته ورته ونیوله، د 

دۍ، چې موږ یې تراوسه دنې په مانا یلید راب  derivativeڅو ټکي په پام کې نیسو : 

 .،چې همدا معنا لرییعنط له اشتقاق  سره تړاو لريمشتق بولو

 

-x0xكه د تابع دا کمښتویش )د تفاضل وېش(   تعریف:  )او) همداسې >0-(x او یا په

  )همدې ډول(
0h-   لپاره یو حد  ولري , نو دf(x)y  0ابع  دتx x   په ځاي كې د مشتق قابلیت

 لري اود دې لپاره لیكو:   

. 
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                                          . مشتقشمیرنه)رابیلیدنه(  ٢۰                        ۶۴۰          

------------------------------------------------------------------------------------ 

0
0

0
0

0
0

0 0 0 0

0 0

( ) ( )
( ) '( ) lim lim

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim ;......(20.7)


  

  


   

 

    




x x
x x x

x h

f x f xdy y
f x

dx x x x

f x x f x f x h f x

x h 

 داسې ښایویا پوله دا حد  

                                                       
0

( ) '( );..............(20,8)x x

dx
f x

dy
   

 

f(x)yځاي كى د  0xد  (تابع له مشتقDerivativ,   څخه  یوه بله سیده یا )یا رابیلدنې

 .بل ډول كږه لار رابیله وو

 

 رنې لپاره یوه بېلګه: ید مشتق ساده شم

  

)(23د  2  xxxf .مشتق غواړو پیدا کړو 

 ددې کمښتوېش په لاندې ډول دى:

0 0 0

0

2 2

0 0 0 0

2 2 2

0 0 0 0 0

2

0

0

( ) ( )

(( ) 3( ) 2) ( 3 2)

2 3 3 2 3 2

2 3

2 3

y y f x x f xy

x x x x

x x x x x x

x

x x x x x x x x

x

x x x x

x

x x

   
 

  

        




          




    




   

 

 لاس ته راځي: سره یې مشتق  0xاو د لیمیټ 

                             .32)32(lim)(' 00
0

0 


xxxxf
x

 

 د دې لپاره دا لاندې پېژند ورکوو:
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---------------------------------------------------------------------------------     
 : 2ژند  یپ

f(x)yكه یو د   0تابع دx 0په ځاي كى مشتقوړوي، نو هغه لاندنۍ كرښه چى د 0( , )x y 

 ټکي څخه  تیریږي او میل یا جګوالى یې(́ ) tanf x   :دۍپه لاندې ډول لیکو  

'0
0 0 0 0

0

( ) '( ) '( )
y y

f x y f x x y f x x
x x


    


 

0او دا د   0( , )x y په ټكي كى د وركړ شوې منحني 

f(x)y  )تانجنت بلل كیږي)پرتله مخامخ شکل 

 

 

 

 

 

 

 ړنې لاندې نیسو.یاوس  د څو بنسټیزو  توابعو  مشتق شمیرنه تر څ  موږ 

 : ١ بیلګه 

 ثابتي  مشتق :  د یوې

 موږ دالاندې تابع لرو،چې ارزښت یې یوثابت دۍ

Constcf(x)yثابت                                  

 ځاى لپاره لرو:0xنو د هر

0

0 0 0

0

0

( ) ( ) ( ) ( )
0

( ) '( ) 0

   
   

 

  x x

f x f x f x h f xy c c

x x x h h

dy
f x

dx 

 : ٢لګه  یب

 خطي) کرښیزه(تابع لرو.  f(x)=xیوه 

0000 )()( xxfyxfy 



0y

y

0x
x
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---------------------------------------------------------------------------------     

 په ځای کې غواړو د دې تابع مشتق پیدا کړو او د مشتق تابع هم:  0xد  

 

'0نو   ( ) 1f x    0دx  0په ځای کې د تابع مشتق دى او' ( ) 1f x  د مشتق تابع ده یعني

 یوه ثابته ده.

 ثابتې سره. c=ډوله تابع مشتق  د   y=f(x)= c.u(x)د  :  ۳لګه یب

د یوې تابع مشتق، چې له یوې ساده تابع او یوې ثابتې سره د ضرب له لارې منځ ته 

(  سره ضر ب شوی  =c راغلی وي، برابر دۍ د ساده تابع د مشتق سره، چې د) ثابتې

 وي. یعنې 

 څخه لرو: y=f(x)= c.u(x)له   

 

 ثبوت:



)(')('
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xucxf

x

xuxxu
cxf

xu

x

c

x









   

0 0

0 0
0

0

0 0
0

0

( ) . ( )

( ) ( )
'( ) lim

( ) ( )
'( ) lim
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f x c u x

c u x x c u x
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f x c
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 پیژند ) تعریف(:    دفرنڅیالوېش

(c) ketabton.com: The Digital Library
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---------------------------------------------------------------------------------     

 

 مشتق یا رابیلیدنه بل کیږي f(x)کې د  تابع    په ځای  0xد 

نجنت جګېدنه  په ځای کې دتا   0xتعریف ) پیژند(: د تاپع لومړی مشتق یا رابېلېدنه د

0ورکوي، چې د تابع ګراف یې په  ټکي   0 0( , )P x y   کې لمسوي او له دې سره غبرګ د

0تابع د ګراف جګېدنه ده  په ټکي   0 0( , )P x y.کې. دا سړی د تابع جګېدنه هم بولي 

0تانجنتجګېدنه په ټکي  0 0( , )P x y  کې 

 

 

 په ځای کې د تابع مشتق او د مشتق تابع  0xد  

 په ځای کې د تابع مشتق یعنې څه؟  0xد   

 ددې د روښانه ونې  لپاره د لاندې بېلگې څخه کار اخلو

   لګه:یب

)(2تابع  xxfy   .دې ورکړ شوې وي 

0xxغواړو د   20په ځای کې او په ځانګړې توګه د x  په ځای کې د هر څه لومړی

 ل وېش( پیداکوو. کمښتویش)د تفاض
2 2 2

0 0 02 ( )x x x x xy

x x

    
 

 
 

2

0
0

2 ( )
2

x x xy
x x

x x

  
  

 
 

0

0 0

2 2

0 0

:

( ) ( )

( )

x x

f x x f xy

x x

x x xy

x x
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------------------------------------------------------------------------------------     

 مشتق ضریب ته راځو: اوس د لیمیټ د لاس ته راوړلو له لارې د

                     
00

00
0 2)2(limlim)(' xxx

x

y
xf

xx








 

 

00نو  2)(' xxf   20لرو  او د x  2(422لپاره(' f .باور لري 

برابر دى، دا په دې معنی  4لومړی مشتق په  په ځای کې د تابع  د 

 لري. 4په ځای کې میل یاجګوالی  چې تابع د 

 اوس د لیمیټ د لاس ته راوړلو له لارې د مشتق ضریب ته راځو:

                     
00

00
0 2)2(limlim)(' xxx

x

y
xf

xx








 

00نو  2)(' xxf   20لرو  او د x  2(422لپاره(' f .باور لري 

 

20د  x  2په ځای کې د تابع)( xxfy   برابر دى، دا په دې معنی  4لومړی مشتق په

20چې تابع د  x  لري. 4په ځای کې میل یاجګوالی 

 لاس ته راوړنه یې:

 

پایله یې کېدی شي، د تابع د ګراف 

له لارې و ازمایل شي، په داسې 

)|()2|4(ډول چې د  0000 PyxP  

انځور کړو او د  په ټکي کې تانجنت

میل د مثلث له لارې جګېدنه لاس 

 ته راوړو.

 
)(2لکه پورته بېلګه کې:  xxfy  0په هر خوښه ځایx :کې تابع پیداکوو 

00

2 2)(')( xxfxxfy  
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------------------------------------------------------------------------------------   

 2 1 0 1 2 0x 

2 2 0 -2 4 )(' 0xf 

xxfګراف یوه کرښه  2)('  

انځوروي، چې د تابع مشتق بلل 

 :کیږي

پام: که د یوې تابع مشتق ونیول 

رته یوه  تابع ترې لاس ته یشي، نو ب

 راځي، چې دا د مشتق تابع بللکیږي.

په د تابع ارزښتونه   د مشتق تابع:

هر ټکي کې بنسټ تابع انځوروي، 

هم بلل  له دې امله دا د میل تابع 

 کیړي.  
 

)(3د   لګه:  یب xxf  .تابع دې ورکړ شوی دی 

)(3فعالیت: ګران لوستونکي دې د xxf   تابع او د تابع د مشتق گراف وروسته له حله

 رسم کړي.

 ټکي کې  مشتق پیدا کړو  او همداسې د مشتق تابع. 0xموږ غواړو په 
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                                          . مشتقشمیرنه)رابیلیدنه(  ٢۰                       ۶۴۶           

------------------------------------------------------------------------------------    

2نو 

00 3)(' xxf  3د  تابع)( xxf  0مشتق دی په  ځای یا ټکيx  .کې 

2د مشتق تابع داسې ده:

00 3)(' xxf   

سیستم کې یا پروتولاړ  –د وضعیه کمیاتو 

  :: مخامخ څیره وګورۍتابع او د تابع مشتق

 

)(14تابع)سور(:  23  xxxxf 

 

 (:رنګه د تابع مشتق)شین

 423)(' 2  xxxfرته  د ی، چې ب

 مشتق یا د میل تابع ده.

 

 
)یوه تابع    : ۴لگه یب )f x x   .دې ورکړ شوې وي    

 په ځای کې د تابع  مشتق پیداکړۍ او د مشتق تابع.   0xد 
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               ۶۴۷                           . مشتقشمیرنه)رابیلیدنه(  ٢۰                                 

---------------------------------------------------------------------------------    

 په ځای کې د پورته تابع مشتق دۍ 0xد      نو  

 ده  او د مشتق تابع    

 :رنې په بنسټ  مو تر اوسه دا لاندې تر لاسه کړيید شم

 د مشتق تابع                         تابع                                       

                                                                  
ان ترې لاس ته راځي، چې دا ومګکه دا پورته پنځه قوانین یو د بل سره پرتله شي، نو 

 .وانین به باور ولريقلاندې 

 بیلګه:  

 د تانجنت تعریف او خویونه:

 او 0Pمخامخ څېره یو منحني او یوه قاتع په ټکو 

1P .کې ښایي 
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په لور        1Pد ټکي  0Pټکی  اوس غواړو، چې 

 و خوځیږي.

 پام : ددې سره قاطع خپل  میل  تغیروي
 

ټکي ته ناپای   0Pټکی  و  1Pبالاخره  غواړو، چې

ډېر نږدې شي. په دې حالت کې قاطع داسې په 

 نامه تانجنت ته ورنږدې کیږي

 
په    0Pاو 1Pچې دا پوره وپېژندلی شو د ټکو 

 وو:  شاو خوا زْوو یا لویه

ټکي ته ناپای نږدې شي، نو   0Pټکی  و  1Pکه د 

کې همداسې 0Pکتل کیږي، چې تانجنت په ټکي 

 ټکي  کې.  0Pحالت غوره کوي، لکه منحني په 
 

 :(پایلهلاس ته راوړنه)د دې خویونو غوره  غوره والی یا 

دی. له ټکي کې په همدې ټکي کې  د منحني میل هم   0Pومو لیدل، چې د تانجنت میل په

ټکي  پیدا کړي، بسیا کوی،   0Pدې دا پایله لرو، چې که څوک غواړي د منحني میل په 

 ټکي کې پیدا کړي.  0Pچې د تانجنت جګوالی یا میل  په 

 :ونهد تانجنت او عمود  عمومي فرمول

),)((ګراف د  xf)(پیل: تانجنت دې د 00 xfxP  )په ټکي کې لمس کړي.  عمود )نورمال

),)((ګراف د په xf)(دې د  00 xfxP   عمود یا ولاړ غوڅ کړي.ټکي کې 

 

 :د تانجنت مساوات: 

                سره لیکو: د 

)(,)((دا چې  00 xfxP :تانجنت یو ټکی دی، نو لاس ته راځي 

                        
000

0000

)(')(

)()(')()(

xxfxfb

xfbxxfxfxt

t

t




 

 ( کې ږدو، نو لر:1په )
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            ۶۴۹               . مشتقشمیرنه)رابیلیدنه(                 ٢۰                                 

---------------------------------------------------------------------------------        
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 عمود )نورمال(: 

 د  منحني سره  په همغه ټکي کې چې تانجنت په پروت دی، عمود ځغلي.

 د عمود  میل: 

                                
)()(

)('

1
)(

)('

11

00

0

0

xfxx
xf

xn

xfm
m

t

n





             

 لګه:  یب

2د 

4

1
2)( xxxf  بع لرو.تا 

 د تابع تانجنت او عمود)نورمال( پیدا کړئ:

 حل:په لاندې توګه د تابع مشتق نیسو او ګراف یې)څېره لاندې کښل شوې( کاږو:

 

3 5.1 0 1 4 x 

5.0 25.1 2 5.2 4 )(' xf 

xxfxxxf   لرو:
2

1
2)('

4

1
2)( 2   

 لري. 3کې  د میل ارزښت 0xپه ټکي د تانجنت میل

5)2(
4

1
)2(2)2()(

23
2

1
23)('

2

000





fxf

xxxf

 

)5,2(د P  په ټکي کې تانجنت په)(xf لري. 3 باندې ارزښت 

                  
2

0 0 0

1 1
( ) 2 '( ) 2 , (2, (2))

4 2

( ) '( )( ) ( )

f x x x f x x P f

t x f x x x f x

    

  

 

20د  x :په ځاي کې دا لاندې لرو 

. 

. 
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. مشتقشمیرنه)رابیلیدنه(                                            ٢۰                     ۶۵۰            

---------------------------------------------------------------------------------    
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 کونه:د نورمال یا عمود پیدا 
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20د  x:سره لاندې راکوي 
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 د تانجنت او عمود عمومي مساوات 
 

1تابع      لګه:یب
2

1

4

1
)( 2  xxxf.لرو 
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           ۶۵١. مشتقشمیرنه)رابیلیدنه(                                 ٢۰                                 

---------------------------------------------------------------------------------    

)|)((د یوه تابع د ګراف میل په ټکي   د تانجنت میل: 00 xfxP  کې همغه  معنی لري، لکه

 په دې ټکي د تانجنت میل.

 تابع او د تابع مشتق ټیک په پام کې نیسو. xf)(موږ 

1موږ
2

1

4

1
)( 2  xxxf مربع تابع لرو  

د تابع مشتق 
2

1

2

1
)('  xxf 

 ارزښتجدول:

 

 
ټکی دى: ئ ع ککرارزښتجدول څخه لوستلی شو چې د پورته مربع تاب xf)(د 

)75.0,1(S 1دx  0ارزښت لپاره)1(' f ارزښت دى: د میل تابع 

')(ټکي کې د ئ دا دا معنی لري، چې په ککر xf.میل صفر دی 

کې  هم دا معنی لري، چې صفر دی، دا هلته پروت)افقي( ځغلي؛ یعنې د  sتانجنت په 

x   .محور سره غبرګ ځغلي 

 

 ګرافونه:
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مشتقشمیرنه)رابیلیدنه(                                           .  ٢۰                        ۶۵٢         

---------------------------------------------------------------------------------   

)(772   :لګه: تابع لرویب 23  xxxxf       

)2,)2((ګراف د   xf)(تانجنت دې پیداکړی شي، چې د   fP،په ټکي کې لمسوي 

333633)2(3)(

3722816)2()(

312824)2(')('

)())((')(

2))2(|2(1146)('772)(

0

0

000

0

223











xxxxt

fxf

fxf

xfxxxfxt

xfPxxxfxxxxf

 

 :(پایلهلاس ته راوړنه)

),)((تابع گراف کې تانجنت او عمود په  xf)(د  00 xfxP ټکي کې لاندې بڼه لري. 

 

0)(';)()(
)('

1
)()()()(')( 000

0

000  xfxfxx
xf

xnxfxxxfxt




 

 Steigungen in der Landschaft ې جګوالۍکدیا یپه ب

         

 دیا کې جګ او ټیټیږي یا یر په فکر کې راولو، چې په بید تابع ګراف د سرک په څ لاندې د

خویونه د مشتق سره په کښتپورته ځغلي، نو په ښه توګه یې رسمولۍ شو، چې د ګراف 

 اړیکو کې راځي:

دپورته څیرو پښتو: له کیڼ لور کښته ښي لور ته: بیدیا یا کرونده، منفي جګوالی، 

جګوالی،)بله کرښه( خورا ټیټ ټکی،)شي لورته بله کرښه)مثبته جګیدنه، )پسې کرښه( د 

 غره څوکه، د خورا جګې جګیدنې ټکی، )اخره) کمیز یا منفي جګیدنه.

دنه په هر ټکي کې یښته یا لاندې  لور ته د ځانګړي دیاګرام سره د سرک جګد سرک ک

 انځور ده، د کومې سره چې یوه دویمه منحني ورکوي.

 

 د  عمود مساوات د تانجنت مساوات

دنهیجګ  
دنهیجګ  
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             ۶۵۳. مشتقشمیرنه)رابیلیدنه(                               ٢۰                                 

---------------------------------------------------------------------------------    
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. مشتقشمیرنه)رابیلیدنه(                                            ٢۰                      ۶۵۴           

---------------------------------------------------------------------------------   

 fټیټ ټکی، د  fجګ ټکی، د  fله پورته کښته له کیڼ وښي لور ته: د دپورته پښتو: 

 صفرځای.   ‘fصفرځای، د  ‘fجګ ټکی، د  ‘fاوړونټکی یا د انعطاف ټکی، د  

ږئ، چې د دویمې منحني خویونه د لومړى یدیاګرامونه په کره توږه وګورى او وهڅ

                                                             ره کړى.  یمنحني له خویونو را برس

دۍ. دا په دې معنا   %0دنې ارزښت  یرته چې سرک خورا ټیټ ټکۍ لري، هلته د جګیچ

رېږي په افقي ئا پراته ډول ځغلي او په همدې توږه  که موټر د یچې که موټر له دې ځایه ت

کې چې منفي او ریال یغره په څوکه هم و ځغلي.دا ټیک هغه ټکي دي، د کومو  په چاپ

 دنه یوبل سره رابندوي یا پولې لري.یمثبته جګ

دنه ماکزیمال یا خورا لویه ده یرته یو ټکۍ شتون لري، چې هلته جګید دې په منځ کې یو چ

 ( . %90لګه کې  ی) په دې ب

دیا کې هغه یوکه لري، مګر دا په دې بڅهمدې ته ورته په دویمه منحني ) کږې( کې  یو ه 

 دنې څوکه،، ده.ی، نه ده، مګر که څوک غواړي، نو یوه د ،،جګستره ،،څوکه،

 اوس دا دواړه کږې یا منحني په ورسره بلده  یا معمول ریاضیکي ډول لاندې شکلونه 

 : لري

 ګراف دۍ.  f'(x)تابع   ګراف دۍ، دویمه منحني یا کږه د مشتق  f(x)لومړۍ منحني د  

ږى، چې دا په هره برخه dړى، چې وپوهdدا دواړه ګرافونه بیا هم ټیک وګورى او وهڅ

 کې یو د بل سره څنګه اړیکې لري.

)      مینیمال    f(x)ګراف دوه ځانکړي ټکي مو سترګو ته راځي: په یوه کې     f(x)د 

 ماکسیمال ) خورا جګ ټکۍ(  دۍ.     f(x)خورا ټیټ ټکۍ(  په بل کې 

 صفرځایونه لري.    f(x)په دې  ځایونو کې 

ګراف  خورا ستوغ دۍ، هغه، هغه د انعطاف ټکۍ یا     f(x)چې هلته د هغه ټکۍ 

 اوړونټکۍ بلل کیږي.

 ((،  دا د  0,9 لګه کېبیمشتق  خورا جګ دۍ ) په دې     f(x)دا چې په دې ټکي کې  د 

f'(x .عظمي نقطه ده 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

  

             ۶۵۵             . مشتقشمیرنه)رابیلیدنه(                  ٢۰                                 

---------------------------------------------------------------------------------      

د ازادې سترګې سره د هغه ځاي له لاندې منحني څخه ښه څرکندیږي، نسبت و پورته 

 منحني ته.

                    شو: ګومان راوړۍاټکل کولای شو یا لګې څخه همدا اوس یب ې دد  موږ

له مشتق څخه ارزښناک    f(x)تابع په هکله د   f(x) ولرو، نو د دې   f(x)که یوه تابع 

                                                                          معلومات په لا س روړۍ شو. 

افراتي ارزښت تر نامه یادیږي( او  دواړه د اسیما او مینیما په هکله ) چې دکدا موږته د ما

 پوره کټور معلومات راکوي.، په دې هکله چې ګراف چېرته خور یا ستوغ دۍ

   :سیستم کې تابع اود تابع مشتق -ولاړ(-په کواوردینات )یوه پروت 

                                                  تابع :  

 مشتق:  

   دنې )میلان( تابع بولویدی. موږدا د مشتق تابع  او یا د  جګ رته تابعید یوه تابع مشتق ب
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. مشتقشمیرنه)رابیلیدنه(                                            ٢۰                      ۶۵۶           

---------------------------------------------------------------------------------    

 عیه )پروت ولاړ سیستم( کې و کښل شو.ضاړو توابعو ګراف په یوه قیمتې ود دو

لري ګراف د مشتق    (T)  همداسې ټیټ ټکی   (H)یو جګ ټکی     f(x)تابع   هلته چې

 محور کې غوڅوي،په دې مانا جې د تابع ارزښت دلته صفر دۍ.- xتابع  

ت یا  افقي تانجنت لري، دا  دا  پرو  f(x)کې تابع    Tاو  H، ځکه چې  په دا روښانه دۍ

 جګېدنه صفر ده.  f(x)معنا لري، چې په دې ټکي کې  د  

  T او  Hجګېدنه   د   f(x) هلته مینیموم  لري، چېرته چې  د  f'(x)د  مشتق تابع  

 ترمنځ  په پام ونیول شي د مطلق قیمت له مخې خورا لویه ده.

 

.II.3رني قوانینید مشتق شم 

 

 (: یا لار قاعدهیا زیاتون   قضیه )د جمعې

د جمعې څخه جوړ وي، نو مشتق یې هم د xv)( او  xu)(د دوه توابعو  xf)(که یو تابع 

 هر  تابع د مشتق د جمعې څخه جوړ دى، یعنې:

)(')(')('
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xvxuxf

xvxuxf




 

 ښوونه:
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 لګه:  یب

2د دې ورکړ   2( ) 5 3 , ( ) 5 , ( ) 3f x x x u x x v x x     رئ.یتوابعو شتق وشم 

 ښوونه:
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 : د جمعې قاعدې ټولیزه کونه

......12كه چیرې   ،f،f،fn 12توابع او.... ،k،k،kn (ې له بثابت عددونه وي نو لرو

 ښوونې(:

)(.....)()(

])(.....)()([

2211

2211

xfkxfkxfk

xfkxfkxfk

nn

nn




 

 (:یا لار قضیه )د ضرب قاعده

 دوه توابع وي، نو ښایو:xg)( او xf)(که  

)'()()'()'()(( xgxgxfxgxf  

0ښوونه:    0

0

( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x

x x




 

0یا بڼه بدلون یعنې په صورت کې د   -د مناسب فورم 0( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x   

 ورزیاتولو څخه دا لاندې لرو:

0 0 0 0 0 0

0 0

0 0 0

0

0 0
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0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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x x

f x f x g x g x
g x f x

x x x x

   


 

  




 
   

 

 

 د دواړو لورو لیمیټ نیسو:که یعنې  ،له  پورته څخه لاس راځي
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 لګه: یب

)(1که  2  xxg اوxxh )(  ولرو، نو د)()()( xhxgxf .مشتق غواړو پیدا کړو 

 په لاندې توګه مخ ته ځو: ښوونه: 
2 2

2

1 5 1
( ) ( 1) , ( ) 2 ( 1)

2 2
f x x x f x x x x x x

x x
                    

 

 قضیه )د وېش  قانون(: 

    f  اوg  ي. غواړو وښایو:دې دوه توابع و 

 2

/

)(

)()()()(

)(

)(

xg

xgxfxgxf

xg

xf 









 

 ثبوت: کولاى شو، چې دا قضیه له دوه لارو  یا طریقو وښایو) ثبوت کړو(.

 لومړۍ لار:

 لومړى لار یا طریقه یې په لاندې کې ښایو او دویمه لار دې گران زده کوونکي وښایي:

                  0)(,
)(

)(

)(

)(

lim
)(

)(

0























xg
h

xg

xf

hxg

hxf

xg

xf

h
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h

hxgxfxghxf

xghxg

hxghxg

hxgxfxghxf

h

h

)()()()(

)()(

1
lim

)()(

)()()()(
lim

0

0

 

)()()()(غواړو xgxfxgxf   .:صورت ته ور زیات کړو، نو لرو 

      

 

 
 

 22

00
2

00

0

)(

)()()()(
)().()().(

)(

1

)()(
lim)(

)()(
lim)(

)(

1

]
)()(

)(lim
)()(

)(lim[
)()(

1

)()()()()()()()(

)()(

1
lim

xg

xgxfxgxf
xgxfxfxg

xg

h

xghxg
xf

h

xfhxf
xg

xg

h

xghxg
xf

h

xfhxf
xg

xgxg

h

hxgxfxgxfxgxfxghxf

xghxg

hh

hh

h











 























     

یعنې لرو: 
 2

/

)(

)()()()(

)(

)(

xg

xgxfxgxf

xg

xf 









 

دویمه  لار: د   
)(

1
)(

xg
xn    :مشتق غواړو پیدا کړو او ښایوچي دۍ 

0

( ) ( )
( ( )) lim

h

f x h f x
f x

h

 
 

  2

1 ( )
( ) ' ( )

( )

g x

g x g x


   

كه  
1

( )
( )

f x
g x

  :کېږدو نو لرو 

0

( ) ( )
( ( )) lim

h

f x h f x
f x

h

 
  

h

xghxg

h

)(

1

)(

1

lim
0
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hxghxg

hxgxg

h ).()(

)()(
lim

0 






 

 

 

 

که دا 
( ) 1

( )
( ) ( )

f x
f x

g x g x
   یې پیدا کړو،نو له وېش ولرو او وغواړو چې مشتق

 اړیکې او د ضرب قاعدې له مخې لرو: )*(پورته ښوونې ، د 

                                      

)(
)(

1
)

)(

1
)((

]
)(

1
)([]

)(

)(
[

xf
xgxg

xf

xg
xf

xg

xf





 

                                   

2

2

2

)]([

)()()()(

)(

)(

)]([

)()(

)(
)(

1
)

))((

)(
)((

xg

xgxfxgxf

xg

xf

xg

xgxf

xf
xgxg

xg
xf















 

 

 لګه: یب

د 
4

)(
2

2




x

x
xf   ²تابع )د 4 0x   .سره( مشتق  غواړو پیدا کړو 

)(2رېیحل: که چ xxg   4او)( 2  xxh 

وضع شي نو لرو:                   
xxh

xxg

2)(

2)(




 

  2

0

0

)(

)(

)()(lim

)()(
lim

xg

xg

xghxg

h

xghxg

h

h 
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 او د  ویش قانون  له مخي لرو:

22

22

22

2

]4[

8

]4[

2.)4(2

)]([

)()()()(

)(

)(
)(


























x

x

x

xxxx

xh

xhxgxhxg

xh

xg
xf

 

   بیلګه:

2sinد  xy  تابع ده  ركړ شوى ځنځیريتوګه و یوه په لاندې تابع: 

2sin ,y z z x  

 دا دواړه توابع  په هرځاى كې  مشتق وړدي. له دې امله هر چیرته باور  لري:

sin ² sin ²
. cos .2 2 .cos ²

d x d z dx
z x x x

dx dz dx
   

   :بیلګه

 ى.ډول تړلى وركړ شو تابع په لاندې  y = sin² x  د

      y = z²  , z = sin x  

 :دلته هم دواړه توابع هرچیرته مشتقوړ دي. نو له دې امله هرچیرته باور لري

 

sin ² ² sin
. 2 .cos 2sin .cos sin2

d x dz d x
z x x x x

dx dz dx
    

 لګه: یب
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85د  )4()(  xxf رئ!یتابع مشتق  وشم 

)(8حل: هركله چې  xxg 4او)( 5xxh رو:وضع كوو نو ل 

                                                 ))(()( xhgxf  

                               )()).(())((()( xhxhgxhgxf  

74 8)(5)( xxgxxh  :دى، نو لرو 

                              47547 .)4(405))((8)( xxxxhxf  

 

 تابعګانو مشتقفنکشند مثلثاتي 

sin sin 2cos sin ....
2 2

cos cos 2sin sin ....
2 2

x y x y
x y I

x y x y
x y II

 
 

 
  

 

                     مشتق غواړو وښایوو چې  y=f(x)=sinx  قضیه :د ساین تابع 

f’(x)=(sinx)’ = cosx:دۍ 

 ددې قضیې د ښوولو له پاره پورتني په ننوتنه کې دوه لومړني فرمولونه په کار راځي.

 لپاره تعریف  ده، نو  د xتابع د هر  ساین   y=f(x)=sinxد 
0x  په خوښه ټاكلوڅخه لاس

 ته راځي: 

 

 په پام  كى لرلو سره لرو:لیمیټ د برخې   د 
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  یا مشتقوړ ده:، د مشتق قابلیت لري د ساین تابع په هر ځاي كى، د لاندې مشتق سره  

X) په لینده کچ یا رادیان( 

 قضیه : 

 همداسي ښوول كیږي چى كوساین تابع هم په هرځاي كى مشتقوړ ده، دلاندې مشتق سره: 

X   په لینده کچ یا رادیان 

 ثبوت: لرو:

0 0( ) ( ) cos( ) cosf x h f x x h xy

x h h

   
 


 

    په پورته ننوتنه کې د دویم فرمول له  مخې لرو: 

2sin .sin
2 2

x h x x h x

h

   


 

      

2sin( ).sin
2 2

sin
2[sin( ). ]

2

2

h h
x

h

h
h

x
h
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---------------------------------------------------------------------------------     

حد د ضرب قاعدې له  مخې لاس ته راځي : پولې یا او د  د پولې د 

0
0

sin
2lim sin ( ) . lim sin 1 sin

2

2

h
h

h
h

x x x
h



       

                                                
 :له پورته مساواتو څخه په  لنډه توگه لیکو

 
cos

sin
d x

x
dx

 

مشتقوړ ده او د  مشتق تابع     f(x) = tanxد تانجنت تابع     قضیه :  غواړو وښایو  چې

یې 
tan 1

'( )
cos²

d x
f x

dx x
   .ده 

               
sin

(tan ) ( )
cos

d d x
x

dx dx x
  

               

2

2

2 2

2

2

cos (sin ) sin (cos )

cos

cos .cos sin ( sin )

cos

cos sin

cos

1

cos

d d
x x x x

dx dx
x

x x x x

x

x x

x

x





 







 

                             1 tan ² , (2 1).
2

x x k


       

غواړو د    لګه: یب
180

cos
x

y


 ع   مشتق پیدا کړو.تاب 

xxfحل:  ږدو : cos)(  او
180

)(
x

xg


 نو ،y                                 :په لاندي توګه لیکلی شو

))(( xgfy  :نو د زنځیري قاعدې په بنسټ لرو ، 
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180
sin

180180
))(sin(

)
180

())((sco

)())((

x
xg

xxg

xgxgfy











 

 لګې : یب

 تابع لومړي څلور مشتقونه دې پیدا  شي. f(x) = sinxد     - ١

sinx) = sinx  -(-=  (4)( )f xcosx ; -sinx ; f’’’(x) = -f’(x) = cosx ; f’’(x) = 

      

 تابع مشتق پیداکړئ   f(x) = x.sinxد    - ٢

 رب قانون څخه کار واخلئ.د ض

f’(x) = 1.sinx+xcosx=sinx+ x.cosx 

د   – ۳
1

( ) sin ; 0f x x
x

  .تابع مشتق پیداکولو له پاره د ځنځیر قونو ن څخه نار اخلو 

ږدو
1

²
z

x
 اوu(z) = sinz :لا س ته راځي

2 1
'( ) cos

³ ²
f x

x x
  

 

 د لوگاریتم مشتق
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 :  قضیه

 د لوګاریتم  تابع مشتق: 

by=f(x)=logر  د لوگاریتم تابع قضیه:  ه  x   0د, 0, 0b b x     سره،  مشتقوړ دى

او صدق کوي:
1 1

( ) log
.ln

f x e
x x b

      

by=f(x)=logثبوت: دا  چې تابع  x یواځي دx>0  لپاره  پیژند لري یا  تعریف دۍ. په هر

 :باوري دۍ  وي، نودا لاندې x>0ځاي كى چى
1

0 0 0 0 0

0 0

( ) ( ) log ( ) log 1
log log (1 )

hb b
b b

f x h f x x h x x hy h

x h h h x x

    
    


 

 له مخى دا لاس ته راځي: لومړۍ برخې  (  د ) 

0 0
1

0

1

1

0 0

log (1 ) 1
h

x x
h

x

b

h h
e

x x

 
       
   

 

    او له دې امله  
1

0

0

1

0
0

0 0

1
( ) limlog (1 ) log log

h x

b b b
h

x x

dy h
f x e e

dx x x


 
     

 
 

 ړشوي  مشتق  سره د خپل ټول  پیژند سټ كى د مشتق قابلیت لري.د لوګاریتم تابع په ورك
1

( ) logbf x e
x

   همداسې
1 ln

( ) .
ln

e
f x

x b
   داچېlne = 1 :نو صدق کوي 

1
( )

.ln
f x

x b
 .خه چې د ښوولو وو   . 

 

  :په ځانګړي ډول دا لاندې باور لري 

0 0

(ln ) 1

x x

d x

dx x

 
 

 
 پای.            

 لگه: یب 

)3د   ) logf x x  .مشتق وشمېرئ 

 ښوونه:  په لاندې توگه مخ تخ ځو:
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0

10
2

3

10

3

)'(;
1

6514.0

10ln

1

2

3
)('

log
2

3
loglog)(








IRfD
x

x
xf

xxxxf

 

 لگه: یب

د 
2

2
ln






x

x
yتابع مشتق  پیداکړئ 

 حل: 

 موږ لیکلاي شو :

                               

   2ln2ln

2

2
ln








xx

x

x
y

 

         دا چې
1

(ln( 2))
2

x
x

 


   او   
1

(ln( 2))
2

x
x

 


 دى، نو لرو:     

                        
  

2

(ln( 2)) (ln( 2))

1 1 2 2

2 2 2 2

4

4

y x x

x x

x x x x

x

     

  
  

   




  

 لگه:یب

    2f(x) = log(x)لرو:  

 f '(x).   مشتق ١غواړو پیدا کړو: 
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 په ځاي کې  0x 16=مشتق د 

 f '(x) = 1/(x·ln2حل: د حل لپاره د پورته فرمول څخه کار اڅلو: 

 په ځاي کې  مشتق ټآکو: 160x=اوس د  

0.09)= 1/(16·ln2)= 1/(16·0.69)= 0f '(x 

 پای

كي غیر مستقیم  1-20وركړل شي كومه چى په جدول  اوس دې یوه بله د دیفرنسیشن قاعده

 خوندې یا په بل عبارت دننه ده. 

 بلواك مشتق ونیسوتابع  یا شكل  موږ غواړو  د لاندې  

)()( xgxfy   

 دا له دې امله 

)(ln)()(ln )( xfxgxf eey
xg

 

zy  eد ځنځیرقاعدې له مخى ترڅیړني نیول كیدى شي،  , z g(x) ln(f(x))   د

f(x) v, lnvlnf(x)uبلواك لاندې  له مخى را پیداكیدى   مشتق هم د ځنځیرى قاعدې

 لاندې صدق كوي: شي.  دا

)(

)(
)(

1

xf

xf
xf

vdv

du

dx

du
u


 

 ااو








 




)(

)()(
)(ln)()(

))()(ln)((

)(

xf

xfxg
xfxgxf

uxgxfxge
dx

dz

dz

dy

dx

dy

xg

z

 

 له مخى لاس ته راځي 10-20د ځنځیرى قاعدې د نیونو په نظر كى نیولو سره او د جملى 
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 سره د مشتق قابلیت لري ، نو  f ( x ) > 0د   g ( x)او    f (x)كه 10-20جمله 

  
g(x)y = f ( x ) 

 هم د لاندې  مشتق سره  مشتقوړ دي

 ( كې داسى20-57)  لپاره مشتقوړ دى. دا دې په  x  0د y xx بلواكتابع یا    :بیلګه 

 x g  , x  f  1سره ځاي په ځاي شي او له دې  g' , 1  ' f   .0مله اوس دا له دې x  

/ln)1(لپاره لرو:   xxdxdx xx 

 ) دا وروسته د ایمپلیڅیت توابعو مشتق کې هم په همغه توګه رواړول شوې ده(

2y  ( xد بیلګه: - 1 )lnx   د مشتق سره باید دlnx  g   له امله وغوښتل شي چى    

 0 x  1  0  او د)-(x² f له امله باید باور ولريx² > 1    1 او له همدې امله  | x |  

xf  - 1لپاره د  x > 1د( 57-20پس كیدى شي چى فرمول) 2  اوlnx  g   سره استعمال

 شي:

 مشتق  دې  پیدا شي    f(x) = x³.ln4x(x >0)لگه: د بی

u(x)=x³   دu‘(x) = 3x² ،سرهv(x) = ln4x   :د ځنزیري قانون له امله لرو 

  v(x) = 4.  

= 3x².ln4x+x²=x²(3ln4x+1) f‘(x) = 3x².ln4x + x³. 

 مشتق غواړو پیداکړو    f(x)=(x²+2).lg x (x>0)لگه: د  یب

 او  u’(x) = 2xد u(x) = x²+2 ; v(x) = lg xد ضرب قانون: 

  v’(x) = 1 / x.l 10  سره 
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 د اکسپوننشل توابعو مشتق

 

,هر اکسپوننشل تابع د  قضیه :  ( 0)xy b b    د ټولو ریلو اعدادو لپاره مشتقوړ دى او

lnxfصدق کوي:  b b  

 حل: 

0 0

0

0

0

0

0

0 0

0 0

0

0

0

( ) ( )
lim lim , ( )

lim

1
lim ,

x

x x x x

xx

x x

x x
x

x x

y y f x f x
f x b

x x x x

b b

x x

b
b x x h

x x

 







 
 

 







   



 

           0

0

1
lim

h
x

h

b
b

h


  

له پورته لرو  
1

log (1 )

h

b

b k

h k

  


 
 او لا س ته تري راځي  

                  

0

0

0

0

lim
log (1 )

1
lim

1
log (1 )

x

k
b

x

k

b

k
b

k

b

k
k





 


 

 

 

logلرو:    د لوگاریتم قانون څخه  log nn x x      او لاس ته راځي 
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0

0

0

1

1 0

0

lim
log (1 )

1
, lim(1 )

log [lim(1 ) ]

x

k
b

x k

k
k

b
k

k
b

k

b k e

k







 


   



                                            

 له پورته لاس ته راځي

0

0 0

0

0

1 1
, log

log ln

ln ; ;

' : '( ) ln ; '( ) ;

'( ) ln

x

b

b

x

x

x

b e
e b

b b x IR b IR

f f x b b D f IR b IR

f x b b





  

   

    

 

 

)قضیه : د   ) xy f x e   ئ.مشتق پیدا کړ 

 حل:

 

موږ  دا لرلي په پام کې نیسو: 
0 0 .

x x x xe e e
  

 

ړویارزښت لپاره  څ  xدونکي  یموږ د تل کوچنیک
1xe

x
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 د دې په بنسټ موږ لاس ته راوړو: 

 

 رنې په پنسټ دا دا مهنا لري:یزموږ د شم

 

که  
0x  دx:په ځاى ځاى په ځاى کړو، نو لرو 

 

!ټیک   xeاکسپوننشل فنکشن  !( ) xy f x e   مشتق لري 

 لرو: 

 و فنکشن دى، په کوم کې چې فنکشن او د تابع مشتق سره برابر دياکسپوننشلفنکشن ی

e - رته د مشتق له لارې تولیدیږي یا لاس ته راځي.یتابع ب 

)بل بدیل یا الترناتیو:  که ولرو  ) xy f x e  نو ،! !( ) xy f x e         .لاس ته راځي 

xyپه پورته  جمله  کې مو وښووول: که ولرو   b  دوln lnxy y b b b      .دی 

 کږدو،  نو لرو:   b=eکه  
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( ) .ln ln ln 1

;

: ( ) ; ( )

' : '( ) ; ( )

x x

x

x

x

f x b e e e e

e x IR

f f x e D f IR

f f x e D f IR

     

 

 

  

  

 

)گورو چې   ) ; ( )xf x e D f IR    یواځنى تابع دى، چې مشتق یې پخپله

'( ) ; ( )xf x e D f IR   دۍ 

---------------------------------        

        
 سره.  د  

 فرمول  

 

 دى، د مشتق لپاره وکارول شيبڼې تابع چې    دى شي د یک

  ي:ځلاس ته  ترې را

 

 ، هیولیګ اپپ ( App/Höllig ) لیکونکی:
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په لور. نو   0د  fپه لور  هڅیږي، پس    0د   لپاره   د 

 تابع په صفر کې ښي لوریزه متمادي ده. د مشتق لپاره یې دا حالت ده دى.

تاپع  په    لپاره د    له امله  د     او د    د 

 صغر کې   یو عمود تآنجنت لري.

 لپاره لاس ته راځي: د 

 

 لیکونکي اپپ او هیولیګ)

 په طبیعت کې یې څیړنه:    

 بعو مشتقاد اکپوننشل تو   

 د تابع مساواتو جوړښت

د انسان په کلمو کې کاره  سرته رسوي. دوي د کوټې   Coli - Bakterienکولي باکتریا 

                         دقیقو  ٢۰) حجره وېش( له لارې زیاتیږي. و مساعدو شرایطو لاندې دوي په هرو  ویش
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کې ځان تجزیه کوي.  د غه عملییې لپاره  یو ارزښت جدول  :اږ، او گراف یې کاږو. دلته 

                                                  اووښتونې ) متغیره(  په دقیقو د وخت لپاره ده.  xد  

  د باکتریا گانو د تعداد لپاره ده. حولهمت  yد 

دقیقې                 

 د بکتریاګانو تعداد
 

 = د بکتریاو تعداد y = دقیقې    xپورته جدول کې : 

 

لرو :      لگه: یب
23 10 0: ( ) ; ( ) ;xf f x b D f IR b IR    

 د پورته تابع مشتق ونیسئ.

'( ) ( ) ( ')D f D f IR D f IR         

03

103

2

2

103

;)(;6ln

;6ln

1036ln
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;6)('103)(
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 د مشتق استعمال په طبیعي علومو  -

 

  xپه ریاضیاتو کې زیات وخت توابع راوړل کیږي، چې د یوې متحولې) اووښتونې( 

 په واک کې وي.

 اک کې وي.  ړو، چې د وخت په ویپه طبیعي پوهنو کې  زیات وخت توابع څ

 لکه په شکل کې د یوه توپ د غورځولو وهلې لار )دا وروسته روښانه کیږي(

 

نى ړد یوه په برابرډوله بیړه ) تعجیل( غورځول شوي شي لپاره د پیل چټکتیا ) لوم لګه: یب

0سرعت(   4
m

v
s

     2او
1,8

m
a

s
 قانون په لاندې  -وخت-بیړې)تعجیل(  سره د لار

                                                                    ډول دۍ:

 

ارزښت لپاره   0vحل: د پورته ورکړشوي د

                     S(t) = 0,9t²+4tباور لري:    

 (tپه s ،  )ثانیه(s(t)   پهm ) )متر( 

 ده(   منځنی چټکتیا ) سرعت( 

  لحظوی)سملاسي( چټکتیا په لاندې ډول ده:
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ډیاګرام  کې یوه کرښه لاس ته  - v-tپه   

ل راځي، دا په دې معنی چې چټکتیا په برابر ډو

ده او     زیاتیږي. دا دلته ثابته جګېدنه  

 بیړه)تعجیل( ده.   
 

د بیړې یا تعجیل لپاره دا لاندې مساوات صدق 

 کوي:

  

پام : د یوه برابرډوله په بیړه )تعجیلي( خوزښت لپاره لاندې باور 

 لري:

لرو. د     v(t)=s’(t)لپاره د وخت پسې د لار مشتق  لپاره    vد یوې چټکتیا ) سرعت(   

s’(t)    هم لیکو. لباره داسې 

 فعالیت:

دیاګرام -وخت-( د یوه خوزنده تن یا جسم د لار ١

 الف: دا خوزښت تشریح کړۍ.  ورکړ شوی.

دیا ګرام  –وخت  –ب : دې پورې اړونده د چټکتیا 

 وکاږۍ.
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 سره  عمودي ) ولاړه(پورته  غورځول کیږي. ( یوه تیږه د پیل چټکتیا  ٢

)را ټولې )؟؟ګردې   د    قانون دۍ:  -وخت-د لار

 شوې (سره.

 م وخت وروسته د تیږې چټکتیا )سرعت( صفر دى؟الف(  د کو

رئ.   یوشم ب(  خورا جگ  د میل جگوالى

دیاگرام -وخت-( تابع د یوه خوزښت د لار ۳

 ښایي.

الف( د ورځني ژوند څخه یوه بېلگه 

 ورکړئ، د هغې لپاره چې دا تلنه ټیک وي.

لپاره  فزیکي ځه  t > 3د منحني تلنه د  

 مفهوم لري؟

دیاگرام -وخت-پاره د لارب ( د خوزښت ل

   په لاندې ډول دى.

   a   0اوv وټاکئ 

 

یوه منفي چټکتیا )سرعت(  دیاگرم وکاږئ او دا تشریح کړئ.-توخ –پ ( د اړونده  بیړې 

 ځه معنا لري؟

 وخت کې   t(  یوتن)جسم( په پورته ازاده غورځونه کې داسې حرکت کوي ،چې  د ۴

S(t)= 5.t²   .لار وهي                                                                                          

 کې لحظوي چټکتیا)سرعت( وښایی. t=1;2;3په وختونو    

 حل: – ۴

 لحضوي جټکتیا د سملاسي تغېرارزښت سره په دې لاندې معنا  دى:
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 لپاره   باور لري:    د   

                                                        

  لپاره باور لري::    د  

                                                        

 لپاره باور لري   د  

تابع   ګراف  او په  ورنزدي    تمرین :  لاندې د  

 ره   لري.یتوگه د فوټبال میدان کې  د توپ الوتنې منحني ښایي، چې لاندې څ

 

 ې ځواب کړئ:لاندې پوښتن

الف:توپ کوم خورا جگ) ماکسیمال( جګوالی لري او د وهلټکي)شوټ شوي ټکي( څخه 

                                                                                                         کوم واټن لري؟

 ځمکې ته راځي؟ب : د  توپ وهلټکي )شوټ شوي ټکي(څخه توپ څومره لرې بېرته 

متره جګ دۍ. ایا  ٢متره لرې  او  ۹پ : د لوبې د دفاع دېوال د توپ وهنې ځای څخه 

 توپ له دې څخه جګ الوزي؟

متره جگوالي الوزي.  له ګول څخه په کوم  ٢محور ( څخه په  xت : توپ د تور لاین) د 

 لرېوالي دا ازاده شوټ وهل شوی دۍ؟  
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   د جګو درجو مشتق

کونه هم شته، چې د ورپسې مشتق له لارې  د لومړي مشتق پرته د لوړو درجو مشتق

 اځيلاسته ر

مشتق تابع لاس ته راځي، چې د دویم مشتقتابع  f’’(x)بیا مشتق نیونې سره   د   f’(x)د  

 په نامه یادیږي.

   لګه:یب

 بیا مشتق نیونه و دریم مشتق ته اوداسې نور  د  

 

واره مشتق ونیول شي  ۴تابع  دې د 

      
 د تابع ګراف :

  هد یوه تابع انځورونه د اړونده مشتق تابع سر
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 د ټولو توابعو ګراف په یوه پروت ولاړ سیستم

 کې
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 لګې:یب

 اول :

 

 دويم:

  

 ده :     مشتق تابع f(x)لومړی مشتق د f(x)د        ټولګه:

 دی: مشتق تابع  f’(x)دویم مشتق د  f(x) د

 دی:مشتق تابع   f’’(x)دریم مشتق  د f(x)د 

 په خوښه د مشتق قابلیت لري. f(x)په ځانگړي ډول: ییو په خوشه ویاند تابع
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 تابعو مشتق   Implicitد ایمپلیڅیت  - -

 
تابع د  f(x)د یوې تابع هغه زیات د استعمال وړ انځورونه د تابع د مساوات له مخې او د 

ډول، که تابع متحوله د برابرون په یوه اړخ Explicit تورشو ورکولو سره په اکسپلیڅی

 ځانله شوې وي:

په ایمپلیڅیته توګه ورکړ شوې وي، دا په دې معنا  که یوه تابع    یا داسې:

کې  یوه مساوات له لارې ورکړ شوې، نو کیدی شي دا مساوات یل  او   چې  په د 

ه ځانله توګه کیدی شي په  پسې مشتق ونیول شي. دلته پ برابرون تړلی یې په 

 ځنزیرې قاونو وکارول شي. 

 

 د دې لپاره لاندې بیلګې راوړو:

 Y = 3x²+7x      ه:لګیب 

د یوې تابع هغه زیات د استعمال وړه انځورنه د تابع د مساوات له مخې دۍ، د تابع د 

 Ex²+7x+y=0لګې په توګه    یدول د ب Implicitورشو ورکولو سره په  ایمپلیځیت 

 ولرو، څنګه کولی شو، چې ددې تابع مشتق پیدا کړو؟Ex²+7x+y=0که  فعالیت: 

 پیدا کړو.:   dy / dxلرو، غواړو   x²+xy –y² = 1قضیه:   یوه تابع په ایمپلیڅیته بڼه 

                                    ښوونه: 

2 2( ) (1)

2 (1 ) 2 0

2

2 (2 )

2

2

2 2

2 2

d d
x xy y

dx dx

dy dy
x y x y

dx dx

dy dy
x y x

dx dx

dy
x y y x

dx

x y dy

y x dx

dy x y x y

dx x y y x
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ایمپلیڅیټ مشتق  د یوې تابع  مشتقنیولو  لپاره یو امکان دى، چې نه  ایمپلیڅیت یعنې د یوه 

یت یعنې د یوه مساوات له مخې ورکړ شوى ترم سره ورکړ شوى وي، بلکې د ایمپلیڅ

ډول ورکړ  یا څرګند  وي. دا قاعده د دې لپاره هم کارول کیږي، چې تابع په اکسپلیڅیت

  .شوې وې، خو  د دې مشتقنیول ستونځمن وي

دی، یتابع مشتق په ورسره بلدو مشتققوانینو نه شي نیول ک  د    لګه : یب

ګه چی په بنسټ او جګ ااکسپوننت کې یې متحولې پرتې دي. د لوګاریتم له لارې د ځ

     اکسپوننت متحوله له منحه وړل کېدی شي:

 پسې مشتق نیسو: xاوس ایمپلځیت دا حل کوو، داسې چې دواړو لورو ته یې د 

 

 نځیرقانون له لارې صورت نیسي:د دې  مساوات  مشتق د ځ

  

 دۍ. د لوګاریتم  او ضرب  د مشتق قانون لاس ته راځي:  .y = f(x)دلته 

  

ځا په ځای کړو، نو دا حل   x(f = (xxله پاره بېرته   yپسې حل شي او د  f)'x( که په  

 لاس ته راځي:

 

y  =لري. له دې ځنې برخې د    2r=  2y+  2x.وړانګې سره مساوات   rدایره د  لګه: یب

f(x)   تابع    د ګراف په څېر لیکل کېدی شي. د دې مشتق د ایمپلپڅیت مشتق له لارې

 په لاندې توګه حل کېدی شي
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 ځاي په ځای کوو:  y = f(x) په تعریف شوي مساوات کې 

2r=  2)x(f+  2x 

  د دې مساوات د مشتق له لار لرو :

 پسې د حل له لارې لاس ته راځي: f'(x)د 

  

   (x,y) اوات سره د بېلګې په توګه لاس ته راځي، چې په داېرېتانجنت په ټکي د دې مس

   لري.   کې  جګوالی 

                                                                                           په توګه د ید بیلګ  بیلګه:

 له لارې ورکړ شوې ایلیپسې )هګئ یا بیضوي( له لارې  لرو:

 

.   همداسې  له                                                                          

ره د تانجنت جګوالی  وټاکل س باندې په یوه ټکي د   دې سره کیدی شي په  

 لپاره لاس ته راځي شي. د بیلګې په توګه د 

.   
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لپاره د ضرب قانون  په ورته توګه کیدی شي لوړ یا جګ مشتقونه هم وشمیرل شي. د 

 کارول یا استعمال له لارې دی

 

 له دې لاس ته راځي

.   

ټاکلي ارزښت له   د یوه ټکي  د کواوردینات ایښوولو او همدا اوس د  بیرته  په 

 لارې څرګند ارزښتونه وټاکل شي. 

  ولیګ، کوپفلیکونکي: هی

 

 سټیزو مشتقونو جدولبد 
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د  پورته جدول په مرسته كیدى شي چى كم له كمه په فورمـال ډول ، په خوښه د هرې 

شننیزې یا سپړنیزېې)تحلیلي( ویینې یا افادې مشتق په شننیزه توګه لاس ته راوړى  شي،  

  .ه دې هم باید سړى  همغه نیونى په نظر كي ونیسيسره ل

 

 

 ټولګه
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 د ځنځیر قانون
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)]([)(

xzzfxf

xzfxf




 

 ه پښتو شي) دا کمپیتریست سرته رسوم(پورته الماني پدا 

میل   ژند ) تعریف (: د یوه تابع ګرافیپ

کې په همغه ټکي  P)جګوالی( په یوه ټکي 

کې د تانجنت د میل یا جګوالي ګراف سره 

 برابر  دى

 

 

   tDifference quotienد کمښت ویش یا د تفاضل ویش 

 د یوې کرښې جګېدنه بې له مشتق نیونې ټاکلکېدی شي:

 لرو y=f(x) = mx+aکرښه    

 دنې فرمول په لاندې ډول دۍ:ید جګ د دې کرښې

x

xfxxf

x

xfxf

x

yy

x

y
m





















)()()()( 000101 

  2-1) تعریفژندیپ

f(x)y 0د دېx0په یوه چاپیریال او پهx كې

څخه بیل 0xد xشوى تابع وي، پخپله تعریف

خو د چاپیریال یو په خوښه یا په زړه پورې 

ځاى دى) مخامخ څیره دې وکتل شي(. پس د 

 Differenc equtient تفاضل _ یا كمښتویش

والى  شته  دى، چې په د سیكانتى  میلان یا جګ

 لاندې ډول یي لیکو:

 

 ژند لپاره  څیرهید پ
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f(x)yكه یو تابع یابلواك :ژندیپ 0دx )په ځاي كى د مشتق وړ) قابل اشتقاق،رابیلیدوړ

0وي، نو هغه لاندنۍ كرښه چى د  0( , )x y څخه  تیریږي او میلان یا

 جګوالى(́ ) tanf x  :یى دۍ په لاندې ډول لیکو 

 
0000
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0 )(')(')(' xxfyxxfxf
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),(او دا د  00 yx په ټكي كى د

حني وركړ شوې من

f(x)yكږى یا  تانجنت بلل

 كیږي)پرتله یامقایسه لاندې څیره(

 

 

رو جملو له مخې ددیفرنسیشن قاعدې د فورمال قاعدو په څیر بیا راټولوو یا یلومړى د ت 

چى نیونى  وركړو. په استعمال كي یى بایددا نیوني كلكى تر پام  رایوځاي كوو، بى له دې

 لنډیږي  gاو  fبلواك پهxg)( او f(x)لاندې ونیول شي. د لته د  .                                      

 د مشتق نیونو یا رابیلدنومشتق قاعدو جدول

 د قاعدې نوم   ګڼه 

 د ثابتې سره ځل)ضرب( قاعده     ١

 کمون قاعده –د زیاتون      ٢

 د ځل ) ضرب( قاعده    ۳

 فرمول
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yfxxfy

dx

dz

dz

dy

dx

dy
xgzzfy

g

gfgf

g

f

gfgf

gfgf

cfcf

1
;)(;)(

;)(;)(

''
'

'')'(

'')'(

')'(

1

2
























 

0000 )()( xxfyxfy 



0y

y

0x
x

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

  

               ۶۹١)رابیلیدنه(                           مشتقشمیرنه٢۰                                      

----------------------------------------------------------------------------------     

 د قاعدې نوم   ګڼه

 وېشقاعده – ۴

 د زنځیرونې قاعده – ۵

 د په څټ یا برعکس قاعده
dx

dydx

dx
yfxxfy

dx
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,هر اکسپوننشل تابع د  قضیه :  ( 0)xy b b   لو ریلو اعدادو لپاره مشتقوړ دى او  د ټو

lnxfصدق کوي:  b b  

by=f(x)=logقضیه:  هر  د لوگاریتم تابع  x   0د, 0, 0b b x     سره،  مشتقوړ دى

او صدق کوي:
1 1

( ) log
.ln

f x e
x x b

  
 

 

 د یوې تابع د مشتق قابلیت ---

موږ ولیدل، چۍ یوه تابع په هر ځاي کې تعریف نه ده، په هر ځاي کې حد نه لري 

رته ینه ده. په همدې توگه یوه تابع هر چیا ناپرېکیدونکې اوهمداسې په هرځاي کې متمادي 

                                                                            د مشتق قابلیت هم نه لري.

 ځای کې تعریف نه ده:0په     x) = | x(f |تابع   

 x) = x(fله پاره باور لري  0xد ټولو 

1او له دې سره
0

0
lim
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)0()(
lim

00
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 باور لري   او له دې سره:  x) = − x(f ته په برعکسلپاره  د پور  0xد ټولو 

1
0

0
lim
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ښی اړخیز  حد یو له بل سره سر نه خوري، حد)پوله ( نه شته.  تابع په دې  او -دا چې کیڼ

 راوړل شوي ځای کې مشتقوړ نه ده. 

 د تابع مشتق کېدنه په نورو ټولو ځایونو کې تر اوسه تل ورکړ شوې.

 په صفر ځای کې سره له دې  یو ښې اړخیز مستق ورکړ شوی، یعنې لرو:

1
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lim
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lim)0('
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 او یو  کیڼ اړخیز مشتق هم:
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گراف ته وګورو،  نو  وبه  مخامخه ک

پوهیږو، چې یوه مشتقوړ تابع باید ګوډه نه 

وي یا په کوم ځای کې ماته نه وي یا په بل 

 عبارت کونج جوړ نه کړي.

 

 ه:د یوه نه متمادي مشتقوړ تابع لپاره بېلګ

 

یو  تابع متمادي مشتقوړ بلل کیږي، که د هغې مشتق متمادي وي. که یوه تابع هرچېرته 

  ي  وي.مشتقوړ وي، باید نه دى چې مشتق دې یې هم متماد
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 لګې په توګه:ید ب
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 سره مستقوړ دی.  مشتق    x = 0د  تابع په هر ټکي کې حتي 
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                                                         ځای کې متمادي نه دۍ 0یې ددې په خلاف په

مشتق  د ټاكلو نیونویا فرضیو لاندې ممكن او له دې امله هلته هدفمند دى،  چېرته چى  
لپاره 0x اضل ویش  یو لیمیټ د ممكن وي یعني چیرته چى د تف لیمیټ ) پولى( ته تګ

  . ولري  

(، ګورو چى هلته تانجنت نه شته او همدارنګه 4كه كومه منحني چیرته راماته وي )څېره 

جګیدل او هم  د تفاضل ویش نه شته. پس  د مشتق قابلیت د  متمادیت په څیر د یوې تابع 

  .ځانګړي خوي دى

كى انځور شوې    ره یڅ مخامخكه په  

په ځاي كى  یواځنى  0x  منحني د

تانجنت هم ونه لري او له دې امله  

مشتق هم ونه لري، خو دلته یو كیڼ 

یا كیڼ جګوالى لري اوپه  1Tتانجنت 

ډول كیڼ مشتق  لري او په  دې

او ښى  rTډول یو ښى تنجت  همدې

جګوالى او په دي ډول ښى د تابع  مشتق  

 .موجو د دى

  

      

  .تابع كى د تانجنت یا مشتق  پوښتنه بى معناده )پرېکیدونکې(یوه  نامتمادي

 :اړيین يا ضروري شرطونه
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 دا دلته انځور شوى پرابلم یا مسأله اوس د  شمیرنې د  ټیك فرمول لاندې راوړو.

كى چى تابع متمادي نه وي د مشتق پوښتنه  بى مانا ده. نیسو  0xولیدل شو چى په یوه ځاى

چى دا دې ښوول شوى وى. دا څرګنده ده چى هره متمادي تابع باید ضرور  مشتقوړنه 

 تابع  زاویه یا كونج ولري. وي. د بیلګي په توګه كه 

توابع د مشتق قابلیت )نه پرېکیدونکې(دې  ته اړتیا ده چى وښایو، چى یواځي متمادي 

)نه لري، دا بیا دا معنا لري چى هره  تابع چې  مشتقوړ وي  باید لږ تر لگه متمادي

 وي او په دې ډول مشتق  متمادیت په بر كى لري  یا خوندي لري، په دې پرېکیدونکې(

 معنا چى  متمادیت  د مشتقوړوالی  لپاره  اړیین یا ضروري شرطونه دي

  

 : جمله

xfy)(كه د   0تابع  دx  نو هلته ضرور متمادي ده مشتقوړ وي،  په ځاي كى.  

 ښوونه : د دمشتق  د تعریف څخه لاس ته راځي، چى حد شته دى.

)('
)()(

lim 0

0

0

0

xf
xx

xfxf

xx







 

0xیواځى هلته كیدى شي چى موجود وي، چى د یاپوله  لیمیټ x  سره  مخرجلپاره د

)()(0صورت هم صفر ته ولاړ شي یانې  0  xfxf .لاړ شي   

)()(نو باور لري:  0xfxf  0دxx  .لپاره  

  پیژند  دى.یا ناپرېکیدنې  دا د  متمادیت 

xxxوېش  په یوه بله بڼه  هم انځوریدلى شي كه  یا کمښت دا تفاضل    وكاروو:  0

')(دلته مشتق   xf توګه وركړ شوي دى: په لاندې 

(  پورې اړ خوي  lokalومړي ځل لپاره یواځى  په ځاى )د یوه  تابع  د مشتق قابلیت  د ل

كى تعریف دۍ. لكه څنګه چى په متمادیت  كى) لومړي  x=x0 دى یعنى په یو ځاي

څپرکى دې وکتل شي( كیدى شي چى د مشتق قابلیت او مشتق یوه واز یابند اینتروال ته 

  .وغزول شي
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xy)(د   : تعریف   په واز اینتروال  یوه تابع),( ba  كې، د اشتقاق قابل)مشتقوړ( بلل

 کېږي، د لاندې مشق سره. 

bxaxf
dx

xdf

dx

dy
 ;)('

)(
 

0),(كه داد  baxx  ځاى كې د مشتق قابلیت ولري  د مشتق  په هر)(' 0xf دا په  .سره

],[بند اینتروال  ba كې  مشتق وړ بلل كېږي، كه دا سربېره پر دې دa   په ځاي كى ښى

  .په ځاي كي كیڼ اړخیز   مشتق وړ هم وي b اړخیز اود

ny = xد توان تابع   : بیلګه ,  n = 1 , 2 , 3,.....  په هرځاي كى د مشتق  قابلیت لري  د

 لاندې مشتق  سره

n
n-1dy dx

= = nx  
dx dx

 

 xyع د ساین تاب sin   او كوساین تابع xy cos په هرځاي كى مشتقوړده،  د لاندې

 مشتق سره
dy dsinx dy dcosx

= =cosx, = =-sinx 
dx dx dx dx

 

xfy)(په یوه واز انتروال كى     مشتقوړ تابع مشتق بیرته)('' xfy  ده ، نو په  تابع

  .ډول یي د مشتق  قابلیت  اود  متمادیت قابلیت  پوښتنه كیدى شي دې

0xxپه یو د   : پیژند  واك(چاپیریال کې د مشتق قابل تابع )رابیلیدوړ بل)(xfy  په

 0xx  كې دوه واره د مشتق قابلیت لري)رابیلیدوړ دى(، كه د هغي

'')(اشتقاق)رابیلیدنه( xfy   هلته ')(د مشتق قابلیت لري)رابیلیدوړ وي(. سړى د  xf 

xfy)( مشتق د تابع)رابیلیدنه د بلواك(  رابیلیدنه بولي او لیكي دویمه : 

00

)('
)(" 02

2

xxxx
dx

xdf
xf

dx

yd
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xfy)(یو په یوه واز اینتروال كي  مشتق کېدونکې تابع مشتقوړ بلل  هلته دوه واره

'')(ږي، كه د هغه  مشتقیك xfy  اینتروال كې  مشتق وړ وي په دې.     

 :ددې لپاره لیكل كېږي

dx

xdf
xf

dx

yd )('
)("

2

2

 

 :  ۷.  ٢بیلګه 

;لاندې توابع  ; sin ; cosny c y x y x y x     

 هر چیرته دوه واره  مشتقوړ دي،  د لاندې مشتقونو سره:

 

كى تعریف شوي كیلمى كیدى شي چى په ساده ډول په خوښه پراخه شي یعني   ۴.  ٢دا په 

  . م مستق ) رابیلیدنه( یى وشمیرل شي( –n  (داکسپوننت مشتقونو ته واړول شي

 م  مشتق ولري یعنى   – n واره    مشتقوړ ده، كه– n تابع دلته y=f(x  (د 

( 1)
( )( ) ( )

( ) ;......(20;27)
n n n

n

n n

d y d f x df x
f x

d x d x dx



   

 : جمله

یا نو هلته ضرور متمادي  مشتقوړ وي،  په ځاي كى x0 تابع  دy=f(x  (كه د

  .دهناپرېکیدونکې 
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 حد شته دۍپوله یا ښوونه : د دمشتق  د تعریف څخه لاس ته راځي، چى 

 
  سره  لپاره د مخرجx->x0 حد  یواځى هلته كیدى شي چى موجود وي، چى دپوله یا 

   .لاړ شي f(x)-f(x0)->0ته ولاړ شي یانېصورت هم صفر  

  .لپاره  x->x0د  f(x)->f(x0) نو باور لري: 
  پیژند  دى.تعیف یا متمادیت ناپرېکیدنې یا دا د  

  
0xتفاضل  وېش  په یوه بله بڼه  هم انځوریدلى شي كهیا -کمښتدا  x x  وكاروو:  

  

 توګه وركړ شوي دى: په لاندې  f’(x (دلته مشتق 

وند یا (  پورې اړ lokalابع  د مشتق قابلیت  د لومړي ځل لپاره یواځى  په ځاى )د یوه  ت

ناپرېکیدنه یا  كى تعریف دۍ. لكه څنګه چى په  x=x0 خوي دى یعنى په یو ځاي تړلی

څپرکى دې وکتل شي( كیدى شي چى د مشتق قابلیت او مشتق یوه   - ١۹متمادیت  كى) 

  .واز یابند اینتروال ته وغزول شي

 :  تعریف

( كى،  د اشتقاق قابل) مشتقوړ( بلل کیږي، د a,b (په واز اینتروال یوه تابع  y=f(x)د 

 لاندې مشق سره. 

 

( )
'( );

dy df x
f x a x b

dx dx
    

0كه داد ( , )x x a b     په هر ځاي كى  د مشتق قابلیت ولري  د مشتق) f’(x0  سره.   

ى په ځاي كى ښ a ره پر دې دیكى  مشتقوړ بلل كیږي، كه دا سرب[a,b] دا په بند اینتروال

  .په ځاي كي كیڼ اړخیز   مشتقوړ هم وي b اړخیز اود
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    invers funktion تابع مشتق  د معکوس ---

 د یوه ګراف به مرسته  تابع او د هغه په څټ تابع د بیلګۍ به توکه یوه مربع تابع.

 

xfy)(اوس دې معكوسه تابع  تر څیړني لاندې ونیول شي . دلته دې ونیول شي،چې   

0xxپه    0 كې د)( xf 0 سره  او په یوه دx0چاپیریال كې جګیدونكى دى)(' 0 xf 

')0 او یا په كلكه لوېدونكی  0 xf امله معکوس كیدونكى هم دى، یعني   او له دې

1( )x f y :نود كمښتویش لپاره  معکوسه تابع لاس ته راځي ، 

1 1

0 0

00 0

0

( ) ( ) 1 1

( ) ( )( ) ( )

f y f y x xx

f x f x yy y y f x f x

xx x

  
   

   



 

   0xxاو دا چې    او )(xf 0د متمادیت له امله همyy  .او باورلري 

     
0 0 0 0

0 0

1

( ) ( )

( ) 1 1
   

( )
y y f x y y f x

x x x x

dx df y

dy df xdy dy

dx dx



   

 

  
    

      
   
   

 

    0xx كه په د لاندې  ټكي ځاى  لپاره ساده بیرتهx   :ولیكو نو دا  لاندې لنډ فورم لیكلى شي 

xfy)(  د  ر لري.لپاره باو 

1dx

dydy

dx

 

ویش لاس ته راوړي چى  یا کمښت د پورته وركړ شوو نیونوسره سړى بیرته یو د تفاضل

 د هغه سره د 

 مروج ویش په څیر شمیرنه كیدى شي، لکه
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            ۶۹۹مشتقشمیرنه)رابیلیدنه(                              ٢۰                                      

----------------------------------------------------------------------------------    

 1

0 0

0

1 1 1
( )`( ) lim lim

`( )
lim



   

 


   

 

 

y x

x

x
f y

y yy f x

x x

 

 : جمله

)1 په یوه چاپیریال كى د   xد y = f(x) كه  : د  معکوس تابع مشتق )x f y سره

سره    y = f (xسره مشتقوړ وي،  نو معکوس تابع د )  f’ ( x ) |= 0د معکوس او هملته

 او باوري دى مشتقوړ دى  

               
1


dx

dydy

dx

                                                                                        

1f تابع د مشتق څخه د    fكیدى چى د   حل:    معکوس تابع مشتق لاس ته راوړو. له

سره،  لاس ته  y = f(x+  x)-f(xاو  معکوس څخه، د ) y->0 اوهم x  ->0  امله له دې

 راځي:               

1

0 0

0

1 1 1
( )`( ) lim lim

`( )
lim

y x

x

x
f y

y yy f x

x x



   

 


   

 

 

 

 بالاخره لرو:
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مشتقشمیرنه)رابیلیدنه(                                          ٢۰                             ۷۰۰         

----------------------------------------------------------------------------------                   

)دبیلګه:     ) ; 1,2,3,4......ny f x x n   0 لپاره كه  عتاب x   وټاكل شي او

په دې  
1

; 0nnx y y y    :توگه معکوس تابع، نو لرو 

   1' ( ) ndy
f x nx

dx

   دx>0   د لپاره.  له دې املهy > 0   لپاره د معکوس تابع مشتق

 شته دى او  لاندې ارزښت لري

1
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1

1

1

11111 







 yn
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n
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n
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x
nxn

dx

dydy

dy

dy

yd
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dx
 

 سره بدل شي نو دا لاس ته راځي  y او  x كه
1/1 )./1(/  nn xndxdx 

دا : بیلګه
m

ny  x  د تام عدد تابعm   او د مثبت  تام عددn   عني د خوښي کسري سره ی

او د ځنځیرى قاعدې له مخې  كیدى شي چى د مخه څېړلي « جګ عدد»اكسپوننت یا په

 لپاره باور لري. x  0یې مشتق نیول شي، چې د

nmnm xzzxy /1/ ,  

 او دا هم باوري دي    

0,

..
1
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1
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1

1
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dx

dy

n

mn

m

n

nm

n

n

n

m

nm

 

 .اكسپوننت ته پراخ شوکسري  عي اکسپوننت یډول د مخه  طب په دې
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            ۷۰١قشمیرنه)رابیلیدنه(                              مشت٢۰                                      

----------------------------------------------------------------------------------    

په ځاي شوی. له کیڼ و ښي لور ته اول  ځاي جدول کې  لاندې د بنسټبتابع مشتقلاندې  په 

')(ښاى او په دریم درځ كى یى مشتق xf)(بع درځ نمره ده دویم درځ یى تا xf  ځاي په

نیونى ځاى په ځاي  xځاى دي او په څلورم درځ كى د راپیداشوې پارامتر او د  متحولې 

شوي. كه چیرې د واریابلى یا پارامتر لپاره نیونى نه وي شوي نو په خوښه نیول كیدى 

 شي.

 جدول د بنسټتابعو مشتق

xf)( ړاند نیونه یا فرضیهوو  )(xf Nr. 

 0 konstc  1 

.......3,2,1n 1. nxn nX 2 

0, xganzn 1. nxn nX 3 

0, xrationalr 1. rr x  rX 4 

0......3,2,1  xn 
nn x

nx
x

n

1
.

1 1
1




 
n

nxx

1

 
5 

reellax ,0 1. axa ax 6 

1,0  ax 

e

a
aa

a

x
x

log
ln  

xa 7 

 xe xe 8 

0,1,0  xaa 

ax
e

x
a

ln

1
log

1
 

xalog 9 

0x 
x

1
 xln 10 

 xcos xsin 11 
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 xsin xcos 12 

zkkx  ,
2

)12(


 x
x

2

2
tan1

cos

1
 

xtan 13 

)(,  zkkkx  
)cot1(

sin

1 2

2
x

x
 

xcot 14 

1x 
21

1

x
 

xArcsin 

 

15 

1x 
21

1

x
 

xArccos 16 

 
21

1

x
 

xArc tan 17 

 
21

1

x
 

cotArc 18 

 

په مرسته كیدى شي چى كم له كمه په فورمـال 1-20او همدارنګه د جدول 2-20د جدول 

د هرې شننیزې یا سپړنیزېې)تحلیلي( ویینې یا افادې مشتق په شننیزه توګه  ډول ، په خوښه

  .لاس ته راوړى  شي،  سره له دې هم باید سړى  همغه نیونى په نظر كي ونیسي 

په مرسته د یوې ثابتى سره یوځاي یا  د زیاتون قاعده كیدى شي د ځل قاعدې: 18-20بیلګه

 باندې استعمال شي. لكه لاندې عضاویا د جمعې ا ډیرو زیاتونكو او شي هګډ

3

2

( ) 3sin 4 7 6 ³

3sin 4 7 6

    

   

x

x

y f x x e tanx x

x e tanx x
 

)12(یواځي د  tan xدلته  kxاو د x³ له امله یواځي د  o x  لپاره رابیلیدوړ دى او

 ددې بندیزونو )محدودیتونو( له امله لاس ته راځي.
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             ۷۰۳مشتقشمیرنه)رابیلیدنه(                             ٢۰                                      

----------------------------------------------------------------------------------    

xxex

xxexxfdxdy

x

x

9tan774cos3

).2/3.(6tan774cos3)(/

2

1)2/3)2



 

 

متمادي یا  لكه چى بنسټیز بلواك او له دوي ټولى راجوړې شوې سپړنیزې افادې هرچیرته

له مخى بنسټیز بلواك  2-20ناپریكیدونكى وې، چیرته چي تعریف شوي وې.  نو د جدول 

ي كى رابیلیدوړدى، په دې كي كوم تغیر نه راځي كه په دې بلواكو یواځي  تعریف ډیر

 یعني لاندې جمله باوري ده . .عملي استعمال شي څلور بنسټیزې

د بنسټیز بلواكو د څلورو بنسټیزو عملیو له لارې جوړې شوي شننیزې : 8-20جمله

 )تحلیلي( افادې د دوي تعریفډیري په دننه كى رابیلیدوړ ده. 

 یري بلواك جوړوي نو دا وینا باید نوره هم رابنده  یا محدوده شيكه څوك ځنځ  

2بلواك دا: 19-20بیلګه
1

232 )1()1()1(  xxxxxy 

)1()1(0د 2  xx1  0 ، پس دx    1یعني- x     تعریف دى او هلته هم نه

 .ده په غاړه طبعآ ښى اړخیز( x  -1د  (یا متمادي پریكیدونكى

دې وكتل شي(د 7-20دى) یا متمادي لپاره هم ناپریكیدونكىx  1  توګه د دا په ځانګړې

بلواك په واقعیت كى نه تابع یا دۍ،  او هلته  x  -  1ۍ یا تعریف ډیرۍ  دننهرژندډېیپ

بلواك تړلى) ځنځیري( وركړ تابع یا اوس نو مخ ته پروت  .دۍ یا متمادي پریكیدونكى

 شوى:

1)1()1()(

2)(

232

2
1





xxxxxxgz

zzfy
 

  1 x - x2-  x3 ) 1  x ( )2 1 - x (  ) x ( g  z                                          

xgz)(  بلواك  د ټولوx   2 عتابرابیلیدوړ دۍ، مشتقوړ یا  لپاره

1

z  (z) fy  امله   له دې

z    0  ځنځیري قاعده یواځى د   1  لپاره صدق كوي، پس د |  x  , 1 - x  لپاره.  هلته

 باور لري. 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مشتقشمیرنه)رابیلیدنه(                                          ٢۰                         ۷۰۴             

----------------------------------------------------------------------------------     

1()1(2

123
)123(

2

1

2

2
22

1








xx

xx
xxz

dx

dz

dz

dy

dx

dy
 

 

 

 

 

 

دى،  ډاډوړ ارزښتونو لپاره باور لري یاهلته - x د هغه تابع مشتقوړوالی  د یو ځنځیري 

ارزښت د  تابعبلواك په دننه كى پراته دي او په هغو كى  د دننني تابع یا كوم چي د د ننني 

ارزښتونو ډیرى د بند - x ه د د د تعریف ډیرۍ په دننه كي پروت وي. ك تابعدباندني 

 تعریفډیري دننه وښایي ، نو لاندې جمله باور لري. 

تعریفډیري  په دننه  كى  هره یوه شننیزه یا تحلیلي افاده د خپل بند)محدود(: 9-20جمله 

 رابیلدوړ ده.

 ځنځیري قاعده هم استعمالیدونكى ده، كه په یوه تړلي بلواك كى د نننى : 20-20بیلګه  

 پخپله یو تړلى بلواك وي، پس )د لازمه وړاند نیونو لاندې( باور لري بلواك

)(),(),( xhuugzzfy  

)))(((      پس د xhgfy  

 ځنځیري قاعده
)/)(/)(/(/ dxdududzdzdydxdy  

  یا تابع  بلواكفنکشن یا  

21sin xArcy  

)(xfy 

y

1

x

1

1
0
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                 ۷۰۵مشتقشمیرنه)رابیلیدنه(                         ٢۰                                           

----------------------------------------------------------------------------------    

 یو داسې تابع دۍ. دلته لرو:

22/1 1)(,)(,sin)( xxhuuugzzArczfy  

x2  0،  -1لپاره رابیلید وړ دى، پس د   u  0یواځى د  g(u)رابیلیدوړ دى، h(x)دلته   او

x2  0یا  یادx| < 1|    او ،`)(zf 1 |د  | z    لپاره، پس د x1112د لپاره پس  x 

x2   0  لپاره په دې مانا چى  1 0 |د  |x   .لپاره   

 لیدوړوالى یواځي د لاندې چاپریال لپاره تضمین دىرابی

    0  x 1-     1  | x |  0               او یا

             0 < x < 1 <=>   |x | < 1      x |= 0                   (20.53)  

| x| 1ژندډېرۍ پا تعر یفډیرۍ دننه یدپ (دى. = 53-20دى. د تعریفډیري محدودیت 

  له مخى باور لري:( 51-20او د ) یواځى هملته تعریف( 52-20بلواك )فنکشن یا 
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مشتقشمیرنه)رابیلیدنه(                                          ٢۰                       ۷۰۶               

----------------------------------------------------------------------------------     

كي غیر مستقیم  1-20ده وركړل شي كومه چى په جدول اوس دې یوه بله د دیفرنسیشن قاع

 شكل بلواك دیفرنځیشن دى خوندې یا په بل عبارت دننه ده. دا د لاندې  

)()( xgxfy   

 دا له دې امله

)(ln)()(ln )( xfxgxf eey
xg

 

zy  eد ځنځیرقاعدې له مخى ترڅیړني نیول كیدى شي، , z g(x) ln(f(x)   د

f(x) v, lnvlnf(x)uبلواك لاندې  له مخى را پیداكیدى   مشتق هم د ځنځیرى قاعدې

 شي. 

 دا لاندې صدق كوي:

)(

)(
)(

1

xf

xf
xf

vdv

du

dx

du
u




     
 او








 




)(

)()(
)(ln)()(

))()(ln)((

)(

xf

xfxg
xfxgxf

uxgxfxge
dx

dz

dz

dy

dx

dy

xg

z

 

 له مخى لاس ته راځي 10-20د ځنځیرى قاعدې د نیونو په نظر كى نیولو سره او د جملى 

  g(x)y = f ( x )سره د مشتق قابلیت لري ، نو  f ( x ) > 0د   g ( x)او    f (x)كه:  جمله 

 هم د لاندې مشتق سره مشتقوړ دى.

x g  , x  f لپاره رابیلیدوړ دى. دا دې داسى  x  0د xxy  :  تابع بیلګه    ځاي په

g' , 1  ' f  1سره شي او له دې ځاي  0امله اوس د له دې x   :لپاره لرو

)1(ln/  xxdxdx xx 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

  

              ۷۰۷مشتقشمیرنه)رابیلیدنه(                            ٢۰                                      

----------------------------------------------------------------------------------    

)1(,1    د بیلګه: ln2  xxy x  دیفرنسیشن سره باید دlnx  g    له امله وغوښتل شي

x² f)-(1  0  او د x  0     چى له امله باید باور ولريx² > 1    او له همدې امله

 1  | x |   د پس كیدى شي چىx > 1  1لپاره د -  xf 2  اوlnx  g  :سره استعمال شي 

1,
1

ln2)1ln(
)1(

1

)2()(ln
)1ln(

1
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2

2
ln2

2

2ln2
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)لگه یا تمرین: دیب ) ; 1,2,3,4......ny f x x n   0 لپاره كه  تابع x   وټاكل

شي او په دې  توگه 
1

; 0nnx y y y   مشتق یې معکوس تابع وي، نو د معکوس تابع

                                                                                                      یې ونیسئ.

')(1: ، نو لرو  nnxxf
dx

dy
لپاره د معکوس تابع 0y د  لپاره  له دې امله 0xد     

 مشتق شته دى او  لاندې ارزښت لري.

1
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1

1

11111 
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 سره بدل شي نو دا لاس ته راځي.  y او  x كه

1
1

1

1 

 n
n

x
ndx

dx

                                                                                                 
  

د  --لگه یب
m

ny  x , ,m n N   .تابع د معکوس تابع مشتق ونیسئ 

 سره یعني د خوښي کسري اكسپوننت   n او د مثبت  تام عدد  m د تام عدد  

رى قاعدې له مخې یې مشتق او د ځنځی كیدى شي چى د مخه څېړلي « جګ عدد»یا په

 لپاره باور لري. x  0ونیول شي، چې د
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----------------------------------------------------------------------------------     
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 .اكسپوننت ته پراخ شوکسري  ډول د مخه  طبیعي اکسپوننت  په دې

تولید كړي او دا تل    M یوه بډای  چى په یوه ټاكلي وخت كى  ټولسټ )ټولډډیرۍ(:  بیلګه 

تړلي دي.      F  سره فیكس یا كره ټاكلى لګښتونه اخستونكو ته ورسوي،  نو له دې

كى تولید كړي ، په یوه   M  ې تولید په ټولسټ )ټولډیرۍ(شي چي سملاسى د د كیدې

زخیره ځاي)زېرمتون؟( كى ځاي په ځاي كړي او اخستونكو ته یى سملاسي ورسوي. دلته 

لپاره ځاي او هلته بیا  د  زېمتون )زخیره کونې( لګښتونه راپید كیږي) ددې د زخیرې

یا  اندازه تولید شي او سملاسى اچول او وړل (.   یا هم كیدى شي چى تولید په لږه کچه 

اخستونكو ته وروړل شي.  دلته نو د زخیره کولو لګښتونه منځ ته نه راځي. مګر  تل تولید 

ډول تولید باندې درول، لګښتونه منځ ته راولي، چى د چمتووالى  لګښتونه یى بولو.  په دې

كم لګښتونه پرې وشي؟   )ازاده لویه ( باید تولید شي،  چى د امكان تر پولي  x كومه  ډیرۍ

لګښت د چمتووالى لګښت سره متناسب دۍ ، د خرابیدو ارزښت  د چمتووالي یا  د زخیرې

لوي وي   x  تولید ارزښت سره یعنى چي خرڅلاو ته چمتو كیږي، په څټ متناسب دى. كه

كم وي نو  چمتووالى بدلون تل باید تغیر وخوري   x  نو چمووالى ته كم اړتیا شته او كه

 عني.  ټول لګښتونه ی

  y = f(x) = F + Lx + R/x دي ، چیرته چى F  ثابت)همغه( یا   په كلكه ایښول شوي

         د  x  د چمتووالى لګښتونه دي.  دا ازاده لویه  R  لګښتونه  او د زخیرې Lلګښتونه دي، 
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              ۷۰۹            مشتقشمیرنه)رابیلیدنه(                    ٢۰                           .

----------------------------------------------------------------------------------     

        0 امله صدق كوي څخه نه شي  سترېدلی ، لوئیدلى یا غټیدلى. له دې    Mتولیدډیرۍ

M .< x  <    ډول ده  دېامله  په لان مخ ته پروت د ستریدلو مسئله  له دې

M  <x  <y = f(x) = F + Lx + R /x = Min!    ( 0                              

)          دوه واره دیفرنڅیال كیږي یا یي دوه واره رابیلیدنه   f(x(  لمړى         

  :نیول كیږي

  f '(x) = L -R/x² ,                   f ''(x) = 2R / x³   

 ؟؟؟ x =     R / L     پس لرو  , f '(x) =  0    :ور ديد مینیوم لپاره ضر  

هم صدق كوي،  پس دلته تل یو نسبي مینیموم مخ ته      f '' (x)<    0له امله  x<   0د

 لرو

 

  . كى انځور شوې ١۵.  ٢۰تګلار په څیره  د كږې

  كه .دىصدق ولري،  نو مینیموم مو مخته پروت    x =    R/L  < M  څرګنده ده:  كه

x = (R / L)>M وي، نو یو منیموم په څنډه  x = M لرو.   

 .  R²< M²L ډول په همدې   R / L < M² دا مانا لري  x =   R / L  < M نامساوت

   لپاره R > M²L  دx = M او  لپاره  R < M²L د   x = R/ L  : پس مخ ته لرو 

څخه زیات لوي شي، نو سملاسى   L لګښتونو زخیرې  , R  نو : كه د چمتوالي لګښتونه

لګښتونه د چمتووالى لګښت څخه كم  صورت ونیس. كه د ذخیرې   x = M  ټول تولید دې

   .تولید شي  x وي، كیدى شي كوچنى  ازاد 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----------------------------------------------------------------------------------     

 :لپاره  صدق كوي   M = 10000, R = 1000, L = 10   دټاكلى بیلګه : 

  R = 1000 < M²L = 108 . 10 = 109  ستر یا غټ  ازاد لګښت دى

   x =    R / L =     1000 / 10  =   100 = 10   یوونه باید   10دلته   a ازاد

لپاره    M = 10 , R = 1000 , L = 1 د یوونه تولید كړي 10000ورزیات شي ، چى  

 .ده x = M = 10   امله غټ ازاده لویه له دې R = 1000 > M²L = 100 صدق كوي

  ه شي.       پاىتر تولید لاندې ونیول یوه ازاده لویه دې یواځې

 

 ( Rolleد رول قضیه )    
 

 ننوتنه  :   

ترمنځ  پروت وي، نو هلته  bاو aد  cکې متمادي او [a,b]یوه تابع په بند اینتروال  fکه د 

 دۍ f(c) = kترمنځ  شته، داسې چې  f(b)او f(a)د k لږ تر لږه یو عدد

 

 Weierstrass  د  وایرشتراس قضیه

 

اینتراوال  په دېfوي، نویا ناپرېکیدونکې کې متمادي [a,b]د اینتراوالیوه تابع په بن fد كه

 كى لږ تر لږه یو جګ ارزښت)اعظمي قیمت( او یو ټیټ ارزښت)اصغري قیمت( نیسى

 

  .برېښي دلته شننیز یا تحلیلي ځواب  نه وركول كیږي، دا وینا د لیدلو له مخې  معقوله   

 تون یاجګټیټ(مونو monotonغږیز )یوكیدى شي چى یو  

  .ارزښت د اینتروال په غاړه هم پروت وي 

  د اینتروال محدودوالۍ )بندوالى( بى قید او شرطه 

حتمي دى. د بیلګي په توګه د 
1

y=f(x)=
x

 تابع   

 كى متمادي ده،  [b,0)بنداینتروال  په نیم

 لور ته بنده نه ده، چى په دې  مګر پورته

y

x
b
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----------------------------------------------------------------------------------     

 توګه اعظمي ټکى نه لري.

  

 د مشتق منځ ارزښت قضیي . ۳

 

  ضل ویش ترمنځ داسى  نږدې اوتفا –د تانجنت او قاطع ترمنځ او په همدې ډول د مشتق 

 اړیكي وجود لري، كومې چى د انالیوزې په منځ ارزښت قضیو كى تشریح كیږي. 

قضیه لاس ته  د تابع او انحرافي ارزښتونوخویونو څخه لومړى پسى تړلې لاندې د رول

 راځي

 

   قضیه (Rolle) د رول: 

 

 [a,b]تابع دې په بند اینتروال fیوه د 

 سرهf(a)=f(b)کې متمادي وي د

 کى مشتقوړ، (a,b) او په واز ایتروال 

)نو لږ تر لږه یوځاي , )c a b شته دى 

)'0د  ) 0f x   سره.  

 : حل

   

)'0  ثابت وي نو سملاسي لاس ته راځي: fكه )١ ) 0f x  

ثابت نه وي، نو د وایرشتراس د قضى له مخى لږ تر لږه د تابع یوخورا لوي او  f كه) ٢

ثابت نه دى. نو له fیر لري، ځكه چىیوخورا  كوچنى ارزښت موجود دۍ. دا ارزښتونه توپ

اساس  سره نامساوي دى . په دې  f(a)=f(b)  دۍ کبله لږ تر لږه له دې ارزښتونو څخه د

موجود دى. د مشتقوړ توابعو  0xد اینتروال په دننه كى یو  مونوتون )جګټیټ( ځاى

ه شرطونوقضي  له مخى لاس ت مونوتوني )جګټیټ ارزښت( شتون   د اړیین یا  ضروري

)'0 راځي: ) 0f x   

 

تر اوسه مو وښوول، چى د لازمو شرایطو لاندې یوې افقي قاطع ته یو افقي تانجنت هم 

 شته دۍ. 

 دا هندسي پرابلم كیدى شي چى عمومي شي. 

b

Tangente

Sekante

)b(f)a(f 

y

x
0xa
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----------------------------------------------------------------------------------     

مایئلى قاطع ته په همغه ډول تانجنت د همغه میل  پوښتنه رامنځ ته كیږي، چى ایا یوې

 )جګوالي( سره جوړیدلى شي؟ 

 

 ځواب یى لاندې قضیه راكوي

                                      

   : زښت )وسطي قیمت( قضیهد مشتق د منځني ار      

كى د مشتق وړ (a,b)كى متمادي او په واز اینتروال [a,b]تابع په بند اینتروال y=f(x) كه

) وي ، نو هلته یوځاي , )x a bشته  دى، د كوم لپاره چى لرو:  

0

( ) ( )
'( )

f b f a
f x

b a





 

 

 

                 

 

 

 

 

 

 

 

 ره ښه نه ده انځور شوې ټیک دېی) څ

 محور سره غبرگې وي(  x د دد کونج لاندې ضلعې بای اد الف

  : حل 

  دا پرابلم په یوه مرستندوې تابع داسى تعریفیږي، چى د رول قضیه وکارول شي. د دې 

 لپاره د قاطع مساوات رامخ ته كوو: 

)a(f)ax(
ab

)a(f)b(f
)x(gy 




 

 د مرستندوې تابع په څیر د مشتق تابع جوړیږي: 

),a(f)ax(
ab

)a(f)b(f
)x(f)x(g)x(f)x(h:h 




 

Tangente

Sekante

x

y

a 0x b
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----------------------------------------------------------------------------------     

کې  د مشتق وړوالى لري او په  (a,b) په h . برسیره پر دې h(a)=h(b)=0نو باور لري:

[a,b] یونه)فرضیه( وركړ شوې، دا په قضیې وړاند ن سره د رول د کې متمادي ده. له دې

)معنا چى یو ځاي دې , )x a bشته دۍ دh'(x)=0  :سره، چى له هغې لرو 

ab

)a(f)b(f
)x(falso,0

ab

)a(f)b(f
)x(f)x(h 000









یعنې

ab

)a(f)b(f
)x(falso,0

ab

)a(f)b(f
)x(f)x(h 000









  

 پورته لاسته راوړنه به دا لاندې بېلگې نوره هم روښانه کړي.

 

 بیلګه  :  

)یوه تابع  دې داسې ورکړشوي وي،چې په یوه ټكي   f(x)=sinxد  , )B BB X Y  كى

)2او P(0,0)1تانجنت د منحني مماس وي، اوكوم چه په ,1)
2

P


ټکو کى  همغه میل یا 

 .جګوالى لري لكه قاطع

  ځواب: د قاطع )غوڅي(  میل یاجګوالى:           











2

0
2

0sin
2

sin

m 

  

 

 

)د منحني میل  د  : )B BB x y   په ټکى کې



2

xcos)x(f:)y:x(BPunktimKurvederSteigung BBBB  

x(fund88,0(f)88,0(77,0له دې  څخه لاس ته راځي: 
2

arccosx:tlgfoDaraus BB 


 88,0(77,0او(f)x(fund88,0
2

arccosx:tlgfoDaraus BB 


  

B:hrpunktuBer)77,0:88,0(لمس ټکى:      

)88,0x(77,0د تانجنت مساوات:   
2

y:TangentederGleichung 


  

 د منځ قضى د عمومیت څخه لاس ته راځي:

xsiny 



2

By

Bx
1P

B

2P

y

x
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----------------------------------------------------------------------------------      

 منځقضیه : غزېدلې یا پراخه شوې 

 

x(fu)f(gv(كه   او )x(fu)f(gv  په بند اینتروال[a,b]ینتروالمتمادي توابع وي او په واز ا کې 

(a,b)  د مشتقوړاو' ( ) 0g x   باور ) ، نو د ټولو ولري  , )x a b  لپاره، كم له كمه

0 یوځاي ( , )x a bراځي: وجودلري چى لاس ته ترې 

)x(g

)x(f

)a(g)b(g

)a(f)b(f

0

0









 

   ' د حل: ( ) 0g x  له املهg معکوس کېدونکى ده اوv=g(x) د مساواتx  په لور معکوس

)1كیدنه وركوي، یعنې  )x g v  

ي تابع لاس ته ترې په تابع كى هم نوې  متحوله ځاي پر ځاي شي، نو یوه زنځیر fكه د

 راځي:

)v(h))v(g(f)x(fu 1     

 د زنځیرې قاعدې له مخې یى دا مشتق لاس ته راځي:     

1 تابع د u=h(x)كه په  ( )v g a2او ( )v g b  

0سره  د وسطي قیمت قضیه استعمال شي، نو د ځاى 1 2( ; )v v v  :په لاندې ډول موجود دۍ

)v(h
vv

)v(h)v(h
0

12

12 




 
   1او   h(v)=f(x),v=g(x)څخه د  له دې

0 0( )x g vسره لاس ته راځي:  

)x(g

)x(f

)a(g)b(g

)a(f)b(f

0

0









 

. 

. 

. 

. 

. 
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---------------------------------------------------------------------------     

 )يوناني: يوغږيز، برابرډوله(  Monotonyغږيزې توابع) يو

 ټیټېدونکې توابع(-توابع)جگدونکې)متزايد(، ټیټېدونکې)متناقص( یجگ  

                     

1که د ټولو 2x x لپاره دf  1په یوه اینتروال کې   یوه تابع 2 1 2( ( ) ( )) ( ) ( )f x f x f x f x  

کیږي، که  تیټیدونکې(  بلل -دونکې) یوي، نو تابع په دې اینتروال کې مونوتون جګ

1 2( ) ( )f x f x 1اجازه ونه لري، نو دا    په کې 2 1 2( ( ) ( )) ( ) ( )f x f x f x f x  کره یا

 بلل کیږي.  دونکې(یدونکې ) همغږیز ټیټیټینګه مونوتون جک

 لاندې قواعد، چې له همغږیزوالي په لاس راځي، د همغږیزوالي حالت لپاره ګټور دي.

دونکې ده، که د یکې مونوتون جګ  Dټیک هلته د تعریف په ورشو)ساحه(  یوه تابع f د

 کې پراته دي،  باور ولري:  Dلپاره، چې په  2xاو   1xخوښې

1 2

1 2 1 2

1 2

( ) ( )
, 0

f x f x
x x D x x

x x


    


 

لپاره،   2xاو  1xون ټیټېدونکې ده، که د خوښېکې مونوت  Dټیک هلته  په  یو تابع  fد 

 کې  پراته دي،  باور ولري:D  چې په 

 

. 

1 2
1 2 1 2

1 2

( ) ( )
, 0

f x f x
x x D x x

x x
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مشتقشمیرنه)رابیلیدنه(                               ٢۰                          ۷١۶                  

---------------------------------------------------------------------------    

 جګټیټوالی، د جکټیټوالی جملې Monotonyیوغږیزوالی )یکنواخت(    

کرښیز)خطي(  دا  

تابع خورا ساده تابع ده، چې  انحنانه 

لري. ددې لپاره مسئول یې ثابته 

  ابت میل جګېدنه یا ث

د کرښې او مثبت   دى، چېرته چې  

 لوریز د

 x -منځ زاویه)کونج( ده.  محور تر 

په مخامخ شکل کې :کرښه د مثبت میل 

tanسره  0    1 0a  

 

00که   90    10یا a    ، وي

10دا په دې مانا چې  0a    

(، نو کرښه جګیږي. دا  دا  همداسې)

سره   xجګېدونکي  معنی لري، چې د 

 ارزښت هم جګیږي. f(x)د تابع   

په مخامخ شکل کې: کرښه د منفي 

tanجګېدنې سره:  0   (همداسې 

 )1 0a  
            

0tanداپورته داسې دى:  1همداسې 0a 
 

0وي، دا په دې معنی، چې   یا  که     همداسې

1 0a   نو کرښه ټیټیږي یا لویږي. دا په دې معنی، چې د  جګېدونکي ،x  سره د تابع 

 یږي.کوچنی ک f(x)ارزښت 

ټیټېدونکې تابع( غږیږو او له یوه -په پورته دواړو حالتونو کې د همغږیزې تابع )یا د جګ

وي. له یوې مونوتون ټیټیدونکې تابع څخه ،    1a  0 <مونوتون جګېدونکې تابع څخه، که

 وي.  1a 0 >که

کرښه د مثبت جګوالي 

 سره

 حګوالي سره

 کرښه د منفي جگوالي سره

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

  

                       ۷۱۷مشتقشمیرنه)رابیلیدنه(                   ۲۰                                  
---------------------------------------------------------------------------           

دا د مونوتوني کلمه په هغو توابعو هم کارول کیږي، چې د منحنیو تلنه  راکوي، که فکر 

 ی شي. وشي، چې په ټولیزه توگه د منحنی د ګراف په هر ټکي تانجنت ایښول کېد

)2د تابع  له دې امله  ) ²f x a x   لپاره

 باور لري: 

  په اینتروال  

مونوتون ټیټیږي.  او په  f(x)کې تابع  

کې    اینتروال 

f(x) جګیږي. مونوتون 
 

لکه د کرښې په ګراف کې، چې جګېدنه ثابته وه. اوس دا حالت مخ ته نه لرو، یعنې 

 ه ثابته نه ده، بلکې دا د منحني له یوه ټکې څخه بل ټکي ته تغیر خوري.جګېدن

 منحني مونوتون جګیږي       >0د تانجنت جګېدنه 

 منخني مونوتون ټیټیږي   <     0د تانجنت جګېدنه

 د تانجنت جګېدنه، که صفر وي،  ثابت  پاتې کیږي.

یل )جګوالی( ورکوي. ددې سره د د تابع م f'(x)تابع  لومړی مشتق  x)f روښانه ده چې د

 مونوتونی قضیه په لاندې ډول فرمولوو .

 کې مشتقوړ وي. Iتابع دې په اینتروال  f(x) قضیه: د 

د   f’(x) <0کې مونوتون جگېدونکې وي، نو باور لري: Iتابع په اینتروال  f(x)که د   ١

xټولو  Iلپاره 

د    f’(x) >0نو باور لري:  دونکې وي،یکې مونوتون ټیټ Iپه اینتروال   f(x)که  

xټولو I .له پاره 

. 

 دونکېیدونکې        ټیټیجګ
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          مشتقشمیرنه)رابیلیدنه(                                ۲۰                          ۷۱۸       
--------------------------------------------------------------------------- 

xوي، دټولو f’(x) <0.  که  ٢ I   نو   لپاره ،f(x)   په اینتروالI  کې مونوتون

 دونکې ده.یجګ

xوي د ټولو  f’(x) >0که         I   لپاره ، نوf(x)    په ایتروالI  کې مونوتون

 ټیتېدونکې ده.

xوي ، د ټولو f’(x) 0<که    ۳ I لپاره، نوf(x)   په اینتروالI کې په کلکه مونوتون

 دونکې دهیجګ

xوي د ټولو  f’(x) 0 >که      I  لپاره،نوf(x)  په اینتروالI کې په کلکه مونوتون

 دونې ده.یټیټ

 :ژند ورشو )تعریفساحو( ټاکنهید مونوتوني پ

د تابع گراف څخه زیات وخت کېدی   بلګه:

شي د مونوتوني ساحې لږ یا زیات ټیک و 

 لوستل شي.

 لاندې ګراف لرو:

وکیڼ لور ته:جګیدونکي،  –مخامخ له ښي 
 ټیټیدونکي چګیدونکي

 

                             په کلکه مونوتون جګېدونکی دۍ. f(x)لپاره   د   

                                    مونوتون ټیټېدونکې ده. f(x)اره  له پ   د 

 په کلکه مونوتون جګېدونکې ده. f(x)لپاره   د   

. 
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                      ۷۱۹مشتقشمیرنه)رابیلیدنه(                    ۲۰                          ۷۱۸       

--------------------------------------------------------------------------- 

 بیلګه:    

 وکیڼ لور ته: جګیدونکي، جګیدونکي، ټیټیدونکي –پورته له ښي 

 لاندې مونوتوني ساحې لوستل کیږي.له ګراف څخه 

 په کلکه مونوتونج ګېدونکې ده.  f(x)لپاره   د  

 په کلکه مونوتونجګېدونکې ده.f(x)له پاره  د  

 ټېدونکې ده.په کلکه مونوتون ټیf(x) لپاره   د  

 

 ټکي  افراطيځای اړونده 

                   یادونه: که په لیکنه انحرافي ټکي ګورئ،نو هغه افراېي ټکي دي.
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-                           نه)رابیلیدنه(                  مشتقشمیر۲۰           ۷۲۰          

--------------------------------------------------------------------------               

 لپاره د f(x)كه د 
0x په ځاي كى       f' (x) = 0 رو.لمخ ته  ولرو نو یو نسبي ټیټ ټکى 

 لپاره د f(x)كه د
0xپه ځاي كى       f' (x)=0اوf''(x)>0 ټیټ ټکىمو مخ ته  ولرو نویو نسبي

 پروت دى.

 که ددې  برعكس  ولرو:f ' ( x ) = 0   اوf '' ( x ) < 0  نو یو نسبي ماكسیموم مو مخ ته ،

 پروت دى. 

 وي،  f ' ( x ) = 0 چى دى،  د بحراني ټکي) ټیټ ټکي یا جگ ټکي( لپاره خوي ټاکونکى

 ټیټ ټکی) (، په دې پریكړه كوي چى ایا یو -نښه ) + ،  مخ  f '' ( x ) او د

 مو مخ ته پروت دۍ. (اعظمي ټکىجګ ټکی) او كه (اصغریټکى

  :یادوني ضرور دي پورته اړیكو لپاره لاندېد  

لپاره ارزښت لري چى د تعریف سټ په دننه كى پروت وي  0x  دا اړیكي یواځي د – ۱

تابع پوره څو ځلې مشتقوړ وي، د غاړو)څنډو( او د هغوځایونو له  y = f (x) هلته د  او

      . یړنو ته اړتیا دهتابع كم یا هیڅ   مشتقوړ نه وي، ځانګړو څ  f ( x ) چى هلته پاره 

لپاره   وي  ) مشتقوړ تابع(  یواځى د یوه انحرافي ارزښت  f ' ( x ) = 0  شرایط چى - ۲

 ضرور دى )ضروري یا اړین شرایط(  . 

' f او   f ' ( x ) = 0شرایط –۳ '  ( x ) 0 دى  د بحراني ټکي لپاره یواځى پوره كیدونكى

 او نه ضروري ( 

 لگه :یب

گراف وکاږئ او که  بحراني ارزښتونه لري، هغه د گراف او د تابع   f(x) = x² + 2د 

 مشتق له لارې وټاکئ.

کې خورا ټیټ  په ځاي x=0لگې له ګراف څخه روښانه ده، چې تابع د ید بحل: 

 ( لري.-ټکى)اصغري
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             ۷۲۱         نه)رابیلیدنه(                  مشتقشمیر۲۰                               

------------------------------------------------------------------------------------             

 : که ګراف دې ګران لوستونکي وباسيگراف

 د انحراف ټکي له پاره اړیېن شرطونه:

په دې مساوات کې د تابع مشتق د   f’(x) = 2xد تابع لومړي مشتق دى:  – ۱
0x   له

 لري، یعنې دلته یو پحراني ټکي پروت دۍ. پاره صفرځاي 

دى، نو یو نسبي ټیټ ټکي    f’’(x) >0  . دا چۍ f(x)’’ = 2د تابع دویم مشتق:     – ۲

 مخ ته لرو. 

4yلگه :  د یب x 0 د تابعx = x  نسبي ټیټ ټکى لري او باوري دي   لپاره0 =                 

                                       f'  ( x ) =  4 x³   =>  f' ( 0 ) = 0   

  f '' ( x )  = 12x²   =>   f '' ( 0 )  = 0   

  .ګورو چى دوهم مشتق د صفر څخه نه كوچنى او نه لوي دى 

 د پورته شننې څخه لاندې پېژند ته راځو:

تعریف شوې تابع یونسبي جګټكى په  y = f (xد ) په چاپیريال كى 0x = x د:  پېژند

 لپاره باور ولري:   xته پوره نږدې x 0 ټولو لري، كهډل نسبي ټیټ ټكى  همدې

 0f ( x ) > f ( x )         ډول په همدې  0f ( x ) f ( x )   

 ټکي لپاره ضروري شرایط(:افراطي  د یوه نسبي )  : جمله 

 انحرافي لرې نو لرو:   y = f ( x)كى مشتقوړ تابع  x 0 كه په f ' ( x ) = 0    

f  مقایسه شي(: چیرته چى دې۲دا جمله موږ ته وایي ) یادونه   '  ( x )  0  وي نو هلته

راځي، چى د هغي  ځاي په پوښتنه كى x 0اكستریموم نه شته، د اكستریموم لپاره یواځي د

  .دې یواكستریموم و لري y = f ( x )، خو حمتي نه ده چىf ' ( x ) = 0 لپاره لرو
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                       نه)رابیلیدنه(            مشتقشمیر۷۲۲                          ۲۰    

--------------------------------------------------------------------------- 

 :)ټکي لپاره پوره کیدونكى  شرایطافراطي د یوه )  : جمله     

  كه په
0x = x كى دوه واره مشتقوړ تابعy = f ( x)    :لپاره ولرو 

     ' '( ) 0f x f' ( x ) = 0    ,        

  :مخ ته لرو، كه وي لري.  خورا ټیټ ټکى ټکىطي افراهلته یو  y = f ( x) نو تابع

  f '' ( x )  < 0                                    

  : خورا جگ ټکۍ مخ ته پروت دى ، كه وي

                             f '' ( x ) > 0                  

 )مقعر او محدب( یا کوږوالی اوله کیڼ لور انحنا یا کوږوالی له ښۍ لور  انحنا

وي، نو په دې اینتروال کې   f’’>0دویم مشتق  fمشتقوړ تابع  دکه په یوه اینتروال کې  

وي، نو د تابع ګراف   f’’ < 0ګراف کیڼ کوږ شوی یا کیڼه انحنا لري او که دویم مشتق  

 ښی کوږ یا ښی انحنا لري.

 ) د لاندې بېلګې څیره و باسۍ ؟ـ( رېیدوه ځ

 لګه:یب

کومه  سره په   f(x) = x³ - 2x²+ 4x – 1 د  fنګتابع )راشنل تابع(  ټول ګو 

ورشو)ساحه(کې  کیڼکوږدۍ)کیڼه انحنا لري)ننوتی یا مقعر دی(( او په کومه ورشوکې 

 ښی کوږ دۍ) ښۍ انحنا لري)محدب یا وتلی دی(؟

 )لومړى مشتق) دویم مشتق:

f’(x) = 3x² - 4x+4 
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                 ۷۲۳      نه)رابیلیدنه(            مشتقشمیر۲۰                              

--------------------------------------------------------------------------- 

f’’(x)= 6x-4 

 لپاره کیڼ ګوږوال ) کیڼه انحنا )ننوتی یامقعر( x > 2 /3  6x-4>0 <=د  

 ښۍ انحنا) وتلی یامحدب((لپاره ښی کوږوالی)  <= x < 2/3 6x-4<0د 

د مات راشنل تابع    لګه:یب
1

( )
2

f x
x




ګراف یو های پاررابول دۍ. د های     

پارابول کومه ځانګه کیڼه کږه ده یا کیڼه انحنا لري)مقعر(، او کومه یوه یې ښی کوږوالی 

 یا ښۍ انحنا لري)محدب(؟  -

دویم مشتق : 
1 2

'( ) ; ' '( )
( 2)² ( 2)³

f x f x
x x

 
 

 

 صورت تل مثبت دۍ.

داسې د کسر ارزښت منفي دۍ. د های بارابول ځانګه لپاره  د مخرج او هم  x < -2د  

 ښی کوږوالی یا انحنا لري )وتلی یا مخدب(.

 مخرج او همداسې ټول کسر)مات( مثبت دی.  x > -2د لپاره   

 های بارابول کیڼکوږ دی یا کیڼه انحنا لري) ننوتی یامقعر(. 

)د دواړو توابعو   لګه : یب   )f x x    او( ) ³g x x بل  کوږوالی)انحنا( دې یو د

 سره پرتله شي.

 دواړه توابع د   لپاره تعریف دي.

           

1 ³
' ( ) ' ( )

2 2

1 3
' '( ) ' '

4 ³ 4

x
f x g x

x

f x g
x x
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                        نه)رابیلیدنه(         مشتقشمیر۷۲۴                       ۲۰       

---------------------------------------------------------------------------------

xدویم مشتقونه د  R   ه تعریف دي.پار 

دی.  اړونده ګراف ښی کوږوالی یا انحنا لري، دا یو شي   f’’(x) < 0په دې ساحه کې  

 لور ته واز پارابول ښایي.

دی. اړونده ګراف کیڼ کوږ دی یا کیڼه انحنا لري. اړونده  f’’(x) > 0په همدې ساحه کې  

  ارابول دی.ګراف یو کیڼ کوږوالی یا کیڼه انحنا لري، دا پورته لور ته واز پ

 د انعطاف ټکي)اوړونټکي(

 

 یادونه:  ولې اوړڼټکی؟

موږ له               وبه ګورو، چې په دې ټکي کې ګراف خپله لور اړوي، نو  ......

 ) ''' f او f '' ( x ) = 0ځاي كى دا لاندې ولرو0xرې اټكل كولى شو چى : كه د یپورته څ

x ) > 0  ړونټكى( انعطاف ټکی )او -كیڼ-، نو یو ښى 
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                ۷۲۵        نه)رابیلیدنه(          مشتقشمیر۲۰                              

----------------------------------------------------------------------------------- 

 مو مخ ته پروت دى.

 برعكس)په څټ(: 

د انعطاف ټکی مو مخ ته  -ښى -نو یو كیڼ   f ''' ( x ) < 0 او   f '' ( x ) = 0كه وي:

 پروت دى.

  او  -كیڼ -وي ، داچى دا ښى  f '' ( x ) = 0 د ا نعطافټکي لپاره خوی ټاکونکى دى، چى

  .مخ نښه یى ټاکي  f '' ( x)انعطاف ټکی) اوړونټكي( دى، د –ښى  -كه كیڼ

   .ن  یاضروري ديید انعطاف ټكي لپاره یواځى اړی  f '' ( x ) = 0 شرایط - ۴

4y د x لپارهf ''( 0  )= 0   دى،  مګر  اوړونټكى مو مخ ته نه دى پروت.   

0f '' (x شرایط – ۵ ' 0f او0 = ( ' '  ( x )  0 د انعطافټكي لپاره پوره كیدونكي دي.          

0تابع د  5y = f ( x )  = x ګورو چى  0x x   ځاي كى یو انعطافټكى لري او باوري  

 دي:

       4f ' ( x )  =    5x         ,    f '( 0 ) = 0 

 f '' ( x ) =   20x³    , f''  ( 0 ) = 0     

f ''' ( x ) =   60 x²   , f'''   ( x ) = 0  

  .نه له صفرڅخه كوچنى او نه لوي دى  f''' ( x ) دریم مشتق  ګورو چي   

 ترمخ راوړنې او د کلمې روښانه ونې: 

 د دې کلمې د لا نورې روښانه کولو لپاره په لاندې توگه مخ ته ځو:

  . 
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                       نه)رابیلیدنه(          قشمیرمشت۲۰                           ۷۲۶       

----------------------------------------------------------------------------------- 

څخه ځغلې د    Aد بایسکل ځغاستي چې له 

ته رسېږې.   Bمنحنی څخه تېرېږې او  

د همغه وخت د بایسکل ځغاستي د انډل 

وخت کې په پام کې  حالت د ځغاستې په

ولرۍ. د کیڼې منحني)  د کیڼ لورې د انډل 

 حالت( څخه وروسته د ښۍ لورې منحني

 کې ځغلي.

 

 

سیده ولاړ وي)عمود وي(، چې او ښۍ منحني)کږې( ترمنځ  باید د بایسکل انډل  -د کیڼې

دا د انډل بدلون دى له کیڼې لورې و ښۍ لورې ته. دا د کیڼې او ښۍ منحني ترمنځ 

 بلل کیږي. انعطاف ټکیاوړیدنه یاد 

تاسو له بایسکل سره په یوه غونډۍ ځغلۍ.  

وروسته له هغې، چې له تالې څخه 

تېېریږي، نو لار په جګېدو پیل کوي. په 

و بیا په نیغه جگیږي،  لومړي سر کې نرم ا

بیا په دې پسې جګوالی بېرته کمیږي، چې 

پاس د غونډۍ په څوکه صفر ارزښت غوره 

کړي. یو چېرته په غونډۍپورته 

صفرارزښت ته رسیږي. یو چېرته په لار 

جګېدنه خورا لویه وه. هلته د انعطاف ټکی 

 پروت دۍ.

 

 

 

د بایکل ځغلوونکي بل حالت، چې له څنګ 

 دیاګرام څخه یې رانیسو:

په غره  د بایسکل ځغاستمیل یاجګېدنه 

 لومړی کمیږي، چې له سره بېرته جګه شي.

ددې ترمنځ یوه ساحه شته، د کم جګوالي سره 

هوار ځای کې  ) یوه نسبتآهواره(. ّ دې نسبتآ

د ټوټه کرښې جګېدنه نسبت بل ځای ته کمه 

ده. هلته اوړونټکی)د انعطاف ټکى( پروت 

 دى.

 

له کیڼ و ښي لور ته: جګیدنه کمیږي، 

 هواره ، جګیدنه زیاتیږي

 ښۍ انحنا

 کیڼه انحنا

 غر

 دره
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               ۷۲۷       نه)رابیلیدنه(          مشتقشمیر۲۰                               

-----------------------------------------------------------------------------------

پوهيږو، چې د يوې تابع لومړی مشتق د تابع د جگوالی تابع  دۍ، چې له گراف څخه 

ستل کيږي.دا چې د انعطاف ټکی خورا لوي يا خورا کوچنی ټکی کېدی يې جګوالی لو

 شي، داسې پيدا کيږي، چې د مشتق تابع انخرافي ارزښتونه پيدا کړو.

باندې    f'(x)لپاره مو ټاکلې. اوس د مشتق تابع  f(x)دا تلنلار همهغسې ده، لکه د پیل تابع 

 دا کار یا  عمل اجرا کیږي.

ارزښتونو او د انعطاف ټكو په  (-ټیټ  –)جګ حرانيبملى د چى یو لړ ج مخكى له دې

 .  هكله څیړو، غواړو چى دا كلیمى  تعریف كړو

 دواړه كلمي به د نسبي بحراني ټکي په بڼه كى سره را غونډې شي.

 -ښى -یو كیڼ y = f ( x) كى مشتقوړ تابع x = x0 په یوه چاپیريال : ۶.  ۲۰پېژند 

  انعطافټکی لري، كه د هغه مشتق هلته یو نسبي -كیڼ -ډول ښى  انعطافټکی په همدې

 جګټکی)عظمي نقطه( په همدې توگه یو نسبي ټیټ ټکى ولري.

 

 ټکي لپاره ضروري شرایط(:افراطي د یوه نسبي )  :  ۱۱.  ۲۰جمله 

 اكستریموم لرې نو لرو: y = f ( x)  كى مشتقوړ تابع   x0 كه په f ' ( x ) = 0   

f  پرتله شي(: چیرته چى دې۲وایي ) یادونه  دا جمله موږ ته  '  ( x )  0  وي نو هلته

راځي، چى د  ځاي په پوښتنه كى  x0 بحراني ټکى نه شته، د بحراني ټکولپاره یواځي د

  .دې یوبحراني ټکى ولري y = f ( x )، خو حمتي نه ده چى ويf ' ( x ) = 0 هغي لپاره

 لاندې جمله  لاس ته راځي:  څخه   y’ = f' ( x)  د  پورته جملى استعمال  په

 د اوړونټكي)انعطاف ټکي( لپاره  اړیین  شرایط(::  )  ۱۲.  ۲جمله 

 هلته یو انعطاف ټكى ولري،  نو y = f ( x)   كى دوه واره مشتق وړ تابع  x = x0 كه په

 لاس ته  ترې راځي:   f '' ( x ) = 0   
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                       ابیلیدنه(          نه)رمشتقشمیر۷۲۸                      ۲۰        

--------------------------------------------------------------------------------- 

' پرتله شي(: چیرته چى دې ۴دلته هم باور لري ) یادونه  ' ( ) 0f x    وي ، نو هلته نه

، اوړونټكى شته  وي   f '' ( x ) = 0  شي كیدى چي اوړونټكي موجود وي. مګرچیرته چى

 کېدلى شي، خو  اړیین یا ضرور نه ده چى هلته انعطاف ټكى شته  وي.

 له پورته څخه لاندې جمله لاس ته راځي. 

 x كه په )انعطافټكي لپاره پوره كیدونكى شرطونهاوړونټکي یا د ) :۱۳،  ۲۰ جمله 

= x0   كى دریوار  مشتقوړ تابع  y = f ( x) :لپاره وي 

    ) = 0 ,    f '' ( x    او                       ' ' ' ( ) 0f x  

 –ښي  -وي، نو یو كیڼ f ''' ( x ) < 0 نو هلته یو انعطاف ټكى مخ ته لرو. كه

انعطاف ټكى مخ -كیڼ-لپاره یو ښى f ''' ( x ) > 0انعطاف ټكي مخ ته پروت دۍ او د

 .ته لرو

 لګه:یشننیزه یا تحلیلي ب

 یا اوړون  – سره  د انعطاف Wxنښه کوو او د ټکى په افراطيسره    Exیادونه: موږ د 

 ټکى په نښه کوو.

 تابع مساوات د مشتق سره  -1

4)('''

84)(''

482)('

444
3

2
)(

2

23









xf

xxf

xxxf

xxxxf
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            ۷۲۹           نه)رابیلیدنه(          مشتقشمیر۲۰                              

--------------------------------------------------------------------------- 

 دویم مشتق صفر کړئ.  -٢

2

0840)(''





Wx

xxf
 

 
په  ضفرځای  f‘(x)د المانې پښو: د

xw=2 کې 

 

 د انعطاف ټکي له مخې ښوونه، چې ایا د انعطاف ټکی شته دى؟  -3

 
4)2(''')('''  fxf W 

د انعطاف ځایونه  ځای   په ځای xf)(په   -4

 کولو له لارې د انعطاف ټکي ټاکنه

 

 

   

)33.121(

3

4
4)2(4)2(4)2(

3

2

)2()(

3

4
|2
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W

W

W

P

P

fxf

 

 
ضفرځای په   f‘‘(x)د المانې پښو: د

Wx=2 کې 
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                       نه)رابیلیدنه(          مشتقشمیر۷۳۰                         ۲۰     

---------------------------------------------------------------------------------- 

پام: په انعطاف ځای 
Wx کې د)(xf .گراف کږیږي 

 

 کې د کږونې)انحنا( لپاره باور لري: 0xپه یوه په خوښه ټکي 

0)(" xf په دې معني دۍ،چې)(xf .دى )کیڼ لور ته کږیږي) انحنا لري 

0)(" xf په دې معنی، چې  تابع)(xf )گراف ښی لور ته کږېږي)انحنا کوي 

 څه شى دى؟ Der Sattelpunktیو زینټکى 

 

د زینټکي) کله کله  برنډې ټکى   زند: یپ

د انعطافټکي  هم بلل کیږي(لاندې

ځانگړى حالت پوهیږو، داسې 

انعطافټکى چې تانجنت یې افقي 

 )پروت( 

 وي:

د پرتلي لپاره دې بیا یو ،،عادي،، 

انعطافټکى ورکړ شوى وي.دا یو مائل) 

 نه افقي( تانجنت لري

 

 

 

 

اوس فکر کوو، چې یو   توضیح:

زینټکى  څنگه د شمېرلو له مخې 

پېژندل کېدى  شي. په دې برخه کې په 

ځانگړي توگه دا مخ ته لرو، چې یو 

و   و کیڼه انحنا –زینټکى  له ښي 

 شمېرو.
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            ۷۳۱           نه)رابیلیدنه(          مشتقشمیر۲۰                              

------------------------------------------------------------------------------------ 

تابع  جگوالى په پام کې نیسو، یعنې لومړى مشتق: د زینټکي د مخه  xf)(د دې لپاره د 

جگوالي کمیږي، په زینټکي کې صفر ارزښت لري، او  له زینټکي څخه  xf)(د 

 وروسته بېرته جگیږي. 

')(بدلون سره( په دې پېژندل کیږي،  چې لومړى مشتق  –کیڼ  –یو زینټکى )د ښي  xf 

 ې   هلته صفر شي او سربېره پر دې هلته یو نسبي  ټیټټکى ) مینیموم( ولري.ی

 

')(د لومړي  مشتق xf  شکل  داسې

 برېښي:

لومړى شرط دى، چې مشتق 

')(یعنې xf  په زینټکي کې د صفر سره

 مساوي دى.

')(0 بدلون(-کیڼ-زینټکى)ښى 0 xf دوم

')(شرط دى، چې مشتق xf  هلته یو

 نسبي مینیموم لري.

 

'')(دا په دې معنادى، چې بل جگ مشتق  xf   باید په صفر مساوي وي او مخنښه له منفي

 و مثبت ته بدلېږي.

 له دې سره سم د زینټکي لپاره پوره کېدونکې  قضیه  ومیندل شوه:  

 انعطاف سره( -کیڼ–) د ښي د زینټکي لپاره جمله) خوي ټاکنه(

')(ځا کې لومړى مشتق  0xالف:د xf   :0صفر دى)(' 0 xf 

')(په ځا ي کې  لومړى مشتق  0xب :  د 0xf  یو مینیموم لري، دا په دې معنا، چې دوم

)''مشتق صفر دى، یعنې  ) 0f x .دوم مشتق  مخنخښه له منفي  څخه و مثبت ته بدلوي 

 بل بدیل) د گرانو دوستانو وړاندیز(

 ؟

.\ 

، 
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                       نه)رابیلیدنه(          مشتقشمیر۷۳۲                         ۲۰     

----------------------------------------------------------------------------------- 

  Der Sattelpunktزینټکی  

د انعطاف ټکي یو ځانگړی حالت زینټکی دى. دا د 

ره.که د کیڼ لور دنې سیانعطاف ټکی دۍ د صفر جگ

ږي، چې، نسبي جگټکى مو مخ ته یدې شو فکر کنږور

 پروت دى

که څوک د ښې لور ور نزدې شي فکر کوي، چې یو 

 نسبې ټیټټکى مخ ته لرو.

 اوس دا حالت د ریاضیاتو له لورې ځېړو:

 مشتق:

6)('''

66)(''

363)('

133)(

2

23









xf

xxf

xxxf

xxxxf

 

 

103630)(' 2/1

2  xxxxf 

 

6)1('''

0616)1(''





f

f
 

1 1دx سره  د

 انعطاف ټکی

1  1دx  سره 

 زینټکی

 

 د انعطاف ټکي لپاره شرایط پوره دي.

'')1(0دا چې د  f  له امله د انعطاف ټکی مخ ته لرو، نو دا د انعطاف ټکی همغه زینټکی

 دى.   

 د انعطاف ټکي پیداکونه:

انجنت بلل کیږي. د انعطاف د تابع گراف باندې انعطاف ټکي کې تانجنت د انعطاف ت

 تانجنت هم 

همداسې پیدا کیږي لکه د تابع دگراف په یوه ټکي کې تانجنت، چې تانجنت مساوات ټاکل 

 ږي.یک

. 

. 

، 

. 

. 
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----------------------------------------------------------------------------------- 

06
2

3
0)(''

2

3
)('''6

2

3
)(''

96
4

3
)('

293
4

1
)(

2

23









xxf

xfxxf

xxxf

xxxxf

W

 

0او  4Wxد  
2

3
)(''' Wxf  د

)2|4(2)4()( WW Pfxf  تانجنت

 مساوات لپاره باور لري.

لپاره د تانجنت مساوات  Wxد 

)())((')( WWW xfxxxfxt  

')(')4(3د   fxf W  

 سره په لاندې ډول

)()4(432دي  xxxxt 

 
گراف د  xf)(د انعطاف تانجنت د 

کې غوڅوي  WP)2,4(انعطاف په ټکي 

 او دا لاندې مساوات لري:
143)(  xxt 

 

 

 انجنت پیداکونه:ټکي ت یا وړون -د انعطاف

 ږي.یاف تانجنت د انعطاف تانجنت بلل کپه انعطاف ټکي کې د تابع دگر 

د انعطاف تانجنت  مساوات همداسې ټاکل کیږي، لکه د تانجنت مساوات د گراف په 

 خوښه ټکي باندې.

')('')(''')(0داسي حالتونه، لكه   xfxfxf .دلته تر څیړنى لاندې نه نیول كېږي 

 :(Kurven Diskusion)    منحني بحث کږې یا د

323یوه تابع   xxy  لرو. د دې تابع شکل رسم کړئ او بیا په دې رسم کې د تابع

انحرافي ټکي او د انعطاف ټکي په نخښه کړئ، رښانه کړئ، چې انحنا چېرته له کیڼې 

 لور و ښۍ لورې ته او له ښۍ لورې و کیڼې لورې ته ده. 
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                       ه(          نه)رابیلیدنمشتقشمیر۷۳۴                         ۲۰       

----------------------------------------------------------------------------------- 

 فعالیت: 

 تناظر تعریف کړئ. -

 لاندې توابع رسم کړئ، جگ ټکي، ټیټ ټکي او د انعطاف ټکي  یې پیدا اکړئ.  -

- xx 3 

- 23 3  xx 
ه ده که د تابع غوره ټکی و پېژنو.  موږ دې ددې لپاره چې یوه تابع رسم کړای شو، ساد

بحث ته د منحنې بحث  وایو. موږ په دا ډول خبرو اترو کې باید سیستماتیک مخ ته لاړ 

 شو.

 په لاندې ډول تلنه گټوره بلل شوې.

 

 دتعریف ساحه: د تابع څېړنه یواځې په همدې ورشو کې موخه وره ده.

 ع محوري متناظر او که مرکزي متناظر ده.: باید وټاکل شي، چې تاب Symetryتناظر  

)()( د محوري تناظر لپاره باور لري:  xfxf   

)()(د مرکزي تناطر لپاره باور لري.  xfxf    

 وڅېړل شي. 0xپه پورته دواړو حالتونو کې دې  فقط 

یه ټولیزه توگه که ټول ریل تابع په پام کې ونیسو، نو گورو چې که توان)د پولینوم 

لینوم محوري متناظر دى او که توان)د پولینوم درجه( درجه(یې جفت)جوړه( وي، نو پو

 طاق)ناجوړه( وي، نو پولینوم مرکزي متناظر دى.   

 

 : د نسبي بحراني ټکو ټاکل)جگټکی، ټیټټکی(   Extremaبحراني ټکي

  د جگټکی یا نسبي جگ ټکي پوره کېدونکي شرطونه:
0)(''0)(' 11  xfxf 

 

 : Inflection Point یا اوړونټکی  انعطافټکی 

 

 فټکواو همداسې زینټکي ټاکلو له پاره پوره کېدونکي شرطونه: د انعطا
0)('''0)(''  WW xfxf 

 زینټکی انعطافټکی دى د افقي تانجنت سره.

 محورونوسره) د محورونوِغوڅټکی(:   yاو  xد تابع تقاطع د 

)|0()(0محور سره غِوڅټکی:  xد   xxP ixi 

)0|()0(محور سره غوڅټکی)صفرځای( ټاکي yد  fyP sy  
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           ۷۳۵            )رابیلیدنه(          نهمشتقشمیر۲۰                                

----------------------------------------------------------------------------------- 

 

دگراف انځورونه: د ټولو تراوسه راټولو شوو معلوماتو سره کړی شو، چې گراف انځور 

اته په گوته کوي، چې نور کوم کړو. ددې لپاره لومړی یو ارزښتجدول انځوریږي. دا ر

 ارزښتونه شمېرل کیږي.

 

 د انحنا حالت او یوغږیزوالی:

 گراف تغیر خوري. xf)(کې د    wXد انعطاف په ټکي

 کې د انحنا لپاره باور لري:  0xپه  خوښه یوه ټکي    

0' ' ( ) 0f x   د   په دې معنا، چې)(xf )تابع گراف کیڼه انحنا لري )کونوکس 

  0' ' ( ) 0f x  په دې معنا، چې د)(xf تابع گر )اف  ښۍ انحنا لري ) کونکاو 

 یوغږیزوالى 

 

xکه د ټولو -1 I   0لپاره وي)(' xfنو ،)(xf  په انتروالI .که  کې مونوتون جگیږي

xد ټولو I  0لپاره)(' xf نو   ,وي)(xf  په انتروالI  کې مونوتون  ټیټېدونکی

  دی.

xکه د ټولو  -2 I0لپاره)(' xfوي، نو)(xfتابع په انتروالI  کې کره غښتلې مونوتون

 جگېدونکی ده.

xټولوکه د  I  0لپاره)(' xfوي، نو)(xf  تابع په  انتروالI  کې غښتلې مونوتون

 جگېدونکی ده.

 د پېژند ورشو ژی ټکي:  

د تابع ژی ټکي کتنه په پېژند ورشوکې. که پېژند ورشو نامحدوده وي، نو لیمیټ 

)(lim xf
x 

lim)(او  xf
x 

 ټاکو.  

  

 لگه : یب

)(296د  23  xxxxf.تابع رسم کړئ 

. 

. 

. 

. 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 
   

                        نه)رابیلیدنه(          شمیرمشتق۷۳۶                           ۲۰     

----------------------------------------------------------------------------------- 

 مشتق کونه:

IRDxfy

xxfy

xxxfy

xxxxfy









6)(''''''

126)(''''

9123)(''

296)(

2

23

 

 نسبي بحراني ټکي

)2|1()2|3( maxmin PP  

 انعطاف ټکی او تانجنت

63)()0|2(  xxfyP tW 

 صفرځایونه:

)0|3.0()0|7.3()0|2( 321 xxx PPP 

محور سره  –yد 
)0|2(غِوڅټکی)دقاطع(: yP 

 

 

 -یوغږیزوالی) مونوتوني یاجگ 

 ټیټوالی(

   په   

 کې یوغږیز جگیږي.

   په  

 کې یوغږیز جگیږي.

 کې او    د تابع حالت په 

 

 سیومتري: نه لري
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           ۷۳۷              نه)رابیلیدنه(          مشتقشمیر۲۰                              

----------------------------------------------------------------------------------- 

 :انحنا حالت کږوالي یا د

IRxxانحنا)محدب( : کږوالی یا ښۍ  }2|{/4  

IRxxانحنا ) مقعر( :  کږوالی یا کیڼ }2|{/5  

 عني یټیټ ټکو جملې  -د جګ افراطي د  دا وروستي نومولى جملى اوس باید په یو لړ 

  . بیلګو استعمال شي

ټیټټکي -ډیرۍ(، انعطافټکي ، جګ -ژند سټ )ید وركړ شوو توابعو، د  پ دلته دې

جوړ)ودان(  دې د تابع تلنه  توتى وښوول شي  او په دې)اكستریموم، قطبونه، اسیومپ

مباحثه ویل  كیږي، یعنى  –ښوونو یا څیړنو  ته د كږو خبرې اترې  یا  وكښل شي. دې

  .دلته د كږو ) انحنا( د مختلفو ډولونوپه خویونو غږیږو 

انو ټکو)اكستریموم( او انعطافټکو) اړونټكو( رامعلومو یا روښافراطي موږ خپل تمركز د 

شیما  د لاندې )»چڼون -اترې ( د  انحنا)كږې( خبرې -انحنا«څیړنوته متوجه كوو او د 

 له لارې مخ ته بیایو:

  د دریمي درجى پورې مشتق پیدا كیږي،    y = f ( x ) د چمتووالي لپاره د تابع - 0   بیا له 

تر   ګړېځان ټكى(  چى وروسته باید ۴جوړیږي ) M څخه سټ   xiټولو هغو ارزښتونو

  .ونیول شي څیړنى لاندې

پورې   كى لومړى د غاړو ټكو ابسڅیز یا پراته ارزښتونه نیول كیږي.  په دې M په  سټ

 M هم  قطبونه اړه لري. د  نیمګړتیا( او Lücke په ځانګړي ډول  بیا تشځایونه )لوكى 

  .سټ به وروسته په نورو ارزښتونو تكمیل شي  

  .لټول كیږي M0 سټ  xi ایونو صفر ځ  f ( x ) = 0 د – ۱ 

 د مشتق قابلیت نه لري او په ډیرۍ  y = f ( x) لټول كیږي، چى هلته x ټول ځایونه – ۲

M كى یى نیسي. بیا د ټولو ارزښتونو xj ډیرى M1  لټول كیږي، چیرته چى f’ ( x ) = 0 

 تابع   yj = f ( xj) بحراني ارزښتونو لپاره په پوښتنه كى راځي( ، او د  وي، ) دا د           
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-----------------------------------------------------------------------------------

1jxارزښتونه یى.  ورپسې سړى د ټولو M   ارزښتونه د (f (xj مشتق لپاره   یمد دو

    .لټوي 

سټ كي  په M دوه ځله مشتقوړ نه دۍ د   y = f ( x)  چیرته چى x ټول هغه ارزښتونه - ۳

 نیول كیږي.

وي  ) دلته نو د   f''( x ) = 0 لټوي، چیرته چى M2 سټ   xk ورپسې بیا سړى د ټولو 

   .     yk = f ( xk) ارزښتونه  انعطاف ټکي پوښتنه كى راځي( او د  هغه د تابع

2kx  بیا د ټول M لپاره دریم مشتقf '''( x)   2  د ټولو  .ازمائیل كیږيkx M 

 -وي نو افقي) پراته( محور كیڼ    f'''( xk ) < 0د كومو لپاره چى21M ارزښتونو ډیرۍ 

2kx ااعطافټكى جوړوي. د ټولو-ښى M ارزښتونو  ډیرى ، د كومو لپاره چى  وي  

f'''( xk ) > 0 انعطافټكي جوړوي. د  -كیڼ  -  ي محور د ښيیا افق -نو د پراته

2kxټولو M  ډیرى د كومو لپاره چىf'''(xk ) = 0   وي او یا دریم رابیلیدونكى  نه وي

  .كى نیول كیږي M موجود نو په ډیرۍ 

یا ا  عطافټكينټکو او افراطي رو درسونو تعریفونو او جملو سره سم  په اید ت – ۴

   اصلي حالتونو لپاره اوس یو څو بیلګى راوړوڅیړنه د  M باندې د ډیري وړونټکي  

  .هرچیرته پوره زیات  مشتقوړ دى  y = f ( x )  = x³- 6x² + 9x بلواك : بیلګه 

         0 -  f ( x ) = 3x² - 12 x + 9 , f ( x ) = 6x - 12,   f   ( x ) = 6      

,  كي یواځي   Mپه سټ   موخه یا  هدف پولي تیریدنو پهیا –حد نیول كیږي د 

{ , }M   : 

 1 -      f ( x ) = x³ - 6x² +9x = x ( x² - 6x + 9 ) = 0                    

M0  = {x1 , x2 } = { 0 , 3 }. 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----------------------------------------------------------------------------------- 

2 -      f ' ( x ) = 3 x2  - 12x + 9  = 0                                         

 M1 = {x3 , x4 } = {1 , 3 },  y3 = 4 , y4 = 0    

                             f '' ( x3 ) = f ( 1 ) = -6 < 0    , Minimum  ( مینیموم 

f '' ( x4 ) = f  ( 3 ) = 6 > 0 , maximum   ( ماكسیموم)                                      

M11 = {1} ,   M12  = { 3 }.                            

3 -       f''  ( x )   = 6x - 12 = 0 ,                                              

M2= { x5 } = { 2 } ,     y 5 = 2     

f '''( x5 )  = f '''( 2 ) = 6 > 0    ( 

 كیڼ اوړیدونټكى -ښى           M 22  =  { 2  }.   

                                          4     lim f ( x ) = _  ,   lim f ( x ) = +
x x 

  

              په دې ډول د  منحني تګلار په  لاندې څېره کې لاس ته راځي  

 

  عتاب  : بیلګه 
4( ) 4 ³f x x x   پوره په خوښه مشتقوړده.  
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----------------------------------------------------------------------------------- 

0 - f' ( x ) = 4x³ - 12x² , f '' ( x ) = 12 x² - 24x ,  f ''' ( x ) = 24x - 24 

, یواځي   Mپه سټ  نیول كیږي: { , }M    

         4 ) = 0  -= x3 ( x  
4( ) 4 ³f x x x     -1                                      

M0        =   { x1 , x2 }   = { 0 , 4 }.         

2 -      f ' ( x )   = 4x3 - 12 x2 = 4x2 ( x - 3 ) = 0          

M1  =  { x3 } = { 3 }   ,    y3  = -27  

 لاندې ځیړل كیږي - ۳دۍ، دا ارزښت د  f '' ( 0 ) = 0  لپاره دویم مشتق x = 0 دا چى د

.                          f '' ( x3  ) =  f '' ( 3 ) = 36  > 0 ,    Minimum,  M12  

=  { 3 }          

3 -       f '' ( x ) = 12x2 - 24x  = 12x ( x - 2 )   = 0                     

M2  = { x4 - x5 } =  { 0 , 2 },   y4  = 0 , y5 = -16,                    

f ''' ( x4 ) = f ''' ( 0 ) = -24 < 0         

   انعطاټكى-ښى  -انعطاټکی)كیڼ                   M21  =  { x4  } =  { 0 },   

 f ''' ( x5 ) = f ''' ( 2 ) = 24 > 0  ,     

  انعطافټكى( –كیڼ  -انعطافټکی)ښى                     

M22        = { x5 } = 2 .  

4 lim ( )
x

f x
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-----------------------------------------------------------------------------------      

 .تلنشكل لاس ته راځي د  لاندې څیرې څخه د كږې        

 

 

    لګه  : تابعیب 
3

( ) xy f x e    :پوره  مشتقوړ دی 

 صفر:

),16(6)23(9)(

)23(3)(

3)(

333

3

2

33

3

3







xexexxf

exxxf

exxf

xx

x

x

 

                                         { , }M    

 تابع   کوم صفرځای نه لري – ۱

۲ -      03)(
32  xexxf 

1  یواځي د 0x  0 = (0)''لپاره ارزښت لري. مګر داچي f  دۍ ، نوx1 = 0    ۳د - 

 څیړل كیږي لاندې

۳ – 
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----------------------------------------------------------------------------------- 
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1
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 کیڼ انعطافټکي: –ښي 

   0

06)0()(

221 



xM

fxf
 

 ښۍ انعطافټکي: -ڼکی

.lim)(lim,0lim)(lim

.
3

2
)(

,01
3

2
660

3

2
)(

33

3
322

3
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3
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xx
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۴ -  
3 3

lim ( ) lim 0, lim ( ) lim .x x

x x x x
f x e f x e

   
       

 لاندې څېره دې وکتل شي. 

 

 

 

 

  

3

)( xexfy 

1

1

1

y

x
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----------------------------------------------------------------------------------- 

)3 تابع   : بیلګه ) ²f x x x     د ټولوx   لپاره تعریف دۍ، مګر یواځي دx |=  

  0x 0لپاره مشتقوړ دۍ 

 0x  د -صفر  .   لپاره باور لري یا صدق كوي     

  

3 4

3 4

9

2
)(

,
3

2
1)(

x
xf

x

x
xf





 

 ته اړتیا نه پېښیږي       f'''(xدلته )

 څخه جوړ دى  x = 0 او  x = ±  oe سټ له M د

 ,0,M    

)3اول:  ) ² 0f x x x   

,,0د 23233 2  xxxxxx   

راځي. دواړه ارزښتونه ، لكه ازماینه   x1= 0 , x2 = -1 له امله د حل لپاره په پوښتنه كى

  :روښانه کوي، صفرځایونه دي

  )1,0(, 210  xxM 

 M0 = { x1 , x2 } = {0 , -1}  

0.دویم : 
3

2
1)(

3 4


x

x
xf 

 - م   :لاس ته راوړني څخه لاس ته راځي مساواتو حلونه له لاندې د دې
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 د کوم  له پاره شوونې نه ده.

۴ -  
2

3
3

lim ( ) lim 1 , lim ( ) .
x x x

x
f x f x

x  

 
       

 
 

 

 = f (0) چى مشتقوړ نه دى  او د كومى لپاره  f(x)  ،  دكوم لپاره چى x1 = 0  هغه ځاي

 شيلرو،  باید تر اوس تر څیړني لاندې ونیول  0

  .دى f(x) > 0  لپاره   x > 0  د

ډول)  په همدې   x² < x³ < 0-  ) سره ضرب  x² > 0 د (لپاره  صدق كوي   x<0>1-   د 

   لاس ته راځي او برعس( یعنيx³<x²     -0<  3امله او له دې 30 ³ ²x x   
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----------------------------------------------------------------------------------- 

30،  نو   ²x x   0,سره:   او له دې)( 3 2  xxxf 

په دې   .سره  یو نسبي ټیټټکی )نقطه اضغري( مخ ته پروت دى x1 = 0 له دې امله د   

  .ه دهمنحني تلنلار د  لاندې څیرې  سره سم  روښانکږې یاا توګه د  

 

 

 

 

 

په سټ كى  M لپاره هم د f ''(x) = f '' ( x ) = 0 ارزښتونه د x بیلګه كى دې د په لاندې

  .ونیول شي

  4y = f(x) = x  :  تابع  بیلګه  + x وړ دىپوره زیات  مشتق.  

 صفر:     

      

0...)()(

,24)(

,24)(

,12)(

,14)(

)6()5(

)4(

2

3











xfxf

xf

xxf

xxf

xxf

 

  :شي نیول كیدي    كى یواځي د ابسڅیزى یعنى دپراته محور د غاړوټكى یعنى    Mپه

  ,M 

3 2)( xxxfy 

27

8
1

y

x
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--------------------------------------------------------------------------------- 
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هلته  اكستریموم ارزښتونه   f'(x( سره هیڅ اوړونټكى مخ ته نه لرو، ځكه چى   x=0   د

سره و  پورته لور ته   ۱غزول شوى او د   ۴په     y = x³ (بلكې یو اوړونټكى نه لري،

  .  )خوځول شوى یا پورته شوى

   .سره سم د كږې تلنه  وركوي ۱۳،  ۲۰دا د څیري 

 

 

 یا پولې  ناټاکلي حدونه

 

 یا پولې حدونه )ویینو(یا د ناټاکلو افادو
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----------------------------------------------------------------------------------- 

که و لرو  
² 3 2

; 5
5

x x
x

x

 



، ومو لیدل، چې د داسې توابعو حد پیداکولى شو. دا   

عنې د کمښتونو ډول تابع ته ټاکلې افادې وایې، ځکه چې مشتق یې نیول کېدى شي، ی

 ویش)د تفاضلونو ویش(  حد یې ټاکل کیدى شي.

که  
sin 2

5

x

x
لپاره د دې تابع مشتق په ورسره بلده توگه نه شو   x=0توابع ولرو،نود 

 نیولى، چې له دې امله ناټاکلې افادې ورته وایو.

 ړنه:یپیل خ

د  
0

0
 حالت 

ه د صفر که پوله ارزښت جوړېدو کې یو کسر پیدا شي، چې صورت او مخرج یې دواړ

 په لور لاړ شي،  نو دا پوله ارزښت،، ناټاکلې افاده،، بولو. 

 لاندې د الماني پښتو: صورت یا ماتباندې، مخرج یا ماتلاندې لگه:یب

 

ره کې برخه توابع رسم شوي یپه څ

نې د صورت او همداسې د دي، یع

 مخرج گرافونه. 

گورو: د صورت او مخرج د توابعو 

ارزښتونه دواړه  و صفر ته ځي. )که  

 په لور لاړشي( ۱د 

 

 

(c) ketabton.com: The Digital Library
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----------------------------------------------------------------------------------- 

            لیکندود) لیکنډول(: د افادې 

 رنه کې لنډ لیکو:یشم پولهلپاره په  

 

 دا په حقیقت کې دقیق نه دۍ، مګر په ټولېزه توګه داسې معمول دۍ 

 روښانه ونه :

 ناټاکلې افاده څه شی دی؟

دا پوښتنه رامنځ ته کیږي، چې دا ناټاکلې افاده خپل نوم له کومه ځایه اخلي. دا ،، 

دی. د یرل کیي طریقو له لارې نه شي شمناټاکلی،، بلل کیږي، ځکه چې حدیې د عاد

لګې په توګه د لو پیتال قانون له مخې، یرنه شونی شوه) دبیلوړې ریاضي سره دا کار شم

 ړل شي(.یچې پسې به وڅ

 روښانه ونو ته تشریح: 

 رل ولې ناشوني دي.یاوس ښایو، چې د داسې توابعو شم

 موږ بیا دا د تېر مخ  بیلګه رانیسو: 

 

 

 

 مخرح
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----------------------------------------------------------------------------------- 

په کسر کې ځای په ځای کړو،   x=1که هڅه وشي، چې حد پیدا کړو، داسې چې د   – ۱

به ترې لاس ته راشي. دا تعریف نه لري،   0:0و افاده  ن
1

u=f( )
z

ځکه په صفرویش 

 اجازه نه شته.

رنه یرلو لپاره یعني د ناطق کسري توابعو پوله شمیترمخه مو  د ناټاکلو افادو د شم – ۲

لی، لکه په پورته وکې د چل  یا د  طریقې څخه کار واخسته. اوس دا چل نه شو کار

 بیلګه کې. 

اټکل هم ناشونی دی: په لومړي لید کېدی شي په فکر راشو، چې که صورت د حد  – ۳

 په لور وخوزیږي: ١او مخرج د صفر په لور لاړ شي، نو کسر به د 

1
000000001.0

000000001.0
 

 

فقط دا معني ولري، چې دواړه به د که صورت او مخرج و صفر ته نږدې شي، دا به 

ارزښت له مخې نزدې برابر شي.دا دا معني نه لري، چې د صورت او مخرج نسبت سره  

 مساوي شي:

 

100
00000000010.0

00000000010.0
 

دې  برابردي) دا په دې لکه چې ګورو صورت او مخرج د ارزښت له مخې خورا نز

 معنی، چې دواړه  صفر په لور ځي(، مګر د دوی ترمنځ نسبت خورا لوی دی یعنې 

 دی،   (100)
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----------------------------------------------------------------------------------- 

     Brnoulli and de L,Hospitalد برنولي او د  دې لو، پیتالقاعده 
 

 د برنولي او د دو لو پیتال قاعدې د 
( )

( )

f x

g x
ډوله توابعو حد شمېرلو کې ځانګړى رول  

لوبوي. داحالت په ځانګړي ډول هلته رامنځ ته كیږي، چي مخرج  او صورت ) ماتباندې 

0ولري. دا ناټاكلى افاده0xه صفرځاي همغ او ماتلاندې(

0

( ) 0

( ) 0

f x

g x
   )موخه وره )هدفمنده

 نه ده. كیدى شي چى د ویش حد
( )

lim
( )

f x

g x
وڅیړل شي، په كومو كى چى صورت او  

مخرج د صفر لور ته ځي. ددې لپاره عمومي مناسب د توابعو ترمونه د غوښتلو دي. د 

 بیلګي په توګه تابع          

2x

4x4x
)x(fy:f

2




 

  .هم پوله  شته دۍ سره له دېلري، x0=-2صورت او مخرج همغه صفرځاي  

0)2x(lim
2x

)2x(
lim

2x

4x4x
lim

2x

2

2x

2

2x












   

دا ډول حدونه د مشتق په مرسته شمیرل كیدى شي، چى د صورت او مخرج  توابعو  له 

نتیجي څخه لاس ته راځي.  دا ډول قاعده د پراخ شوې منځ ارزښتقضیي استعمال هم بلل 

 كیږي. 

 

     د برنولي او د  دې لو، پیتال قاعده :

)0د یوه v=g(x(او  u=f(x)كه توابع )U x0چاپیریال  دx په ځاي كى مشتقوړ وي د 

 ' ( ) 0g x سره او د )ټولو  )x U x 0لپاره اوx دfاوg ،یوصفرځاي وي

0د 0( ) ( ) 0f x g x    ،سره  نو باور لري: 

,
)x(g

)x(f
lim

)x(g

)x(f
lim

00 xxxx 





 

 ترڅو په ښي لور حد شته وي.

 په ورته توګه لاس ته راځي.        

)x(g

)x(f
lim

)x(g

)x(f
lim

xx 
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----------------------------------------------------------------------------------- 

)0تابع د پراخه شوې منځ ارزښت قضي نیونى پوره كوي. د هر  حل:  )x U x   لپاره

)0 د xmیو , )mx x x   سره موجود دى، په داسى ډول چى لرو 

)x(g

)x(f

)x(g)x(g

)x(f)x(f

m

m

0

0









 

 0 د  0( ) 0 ( ) 0g x f x  له امله   لرو:  

)x(g

)x(f
lim

)x(g

)x(f
lim

00 xxxx 





 

  

    .هم  هڅه كويxm->x0 سرهx->x0 داچى د  
ځاي په ځاي كوو. د زنځیري قضي په مرسته لاس ته  x=1/zپه حالت كى x->oe د

 راځي:

 u=f(1/z)   

z1()z/1(fdz/du(د  مشتق    2      او مشتق
1 1

'( ).( )
²

dv
g

dz z z


     سره

 ، داسې چې لرو :

)x(g

)x(f
lim

z

1
g

z

1
f

lim

z

1

z

1
g

z

1

z

1
f

lim

z

1
g

z

1
f

lim
)x(g

)x(f
lim

xx

2

2

xxx




























































































 

 

0 یادونه :  كه په پورته حالت كى 0f'(x )=g'(x هم وي ، نو  په ویش بیاله سره دا قاعده  0=(

 قدمونو( وروسته بریالى وي نو دا قاعده لرو:پلونو)-nاستعمالیږي. كه سړي د

)x(g

)x(f
lim

)x(g

)x(f
lim

)n(

)n(

xxxx 00 
 

    )چیرته چى )nf او ( )ng  د تابعn - .م  مستق په معني دى 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-------------------------------------------------------------------------------- 

 0/  0ډول یا تیپ:  

 

 بیلګه: 

          0
1

0

1

4x2
lim

2x

4x4x
lim

2x

2

2x










  

 بیلګه:

                      1
1

1

1

xcos
lim

x

xsin
lim

0x0x



 

 بیلګه:

1
1

0

1

xsin
lim

x

xcos1
lim

0x0x





                 

تیپ یا ډول:  



 

.00
x

1
lim

x

x

1

lim
x

xln
lim

x1xx









 

 

xلپاره  یو په خوښه توان  د یوه مثبت حقیقي توان)جګعدد(   دe >o-x  لپاره په غښتلې

 تهlnجګیږي، نسبت لوګاریتم تابع    توگه

00
x

xln
lim
x




 

    )دې  له  )
n

x

x
f x

e
 د ډیرځله استعمال څخه لاس ته راځي: تابع  د لوپیتال د قعاعدې 

1 2( 1) !
lim lim lim ... lim 0

n n n

x x x xx x x x

x nx n n x n

e e e e
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----------------------------------------------------------------------------------- 

 ل تابعاكسپوننش
xeدx :په  هرتوان تابع څخه په  غښتلې جګیږي 

               Nn0
e

x
lim

x

n

x



       

نور حالتونه كیدى شى په بڼه یا تیپ 
0

0
 او یا 




 بیرته واړول شي    

- له تیپ یا بڼې څخه و  بڼې یا تیپ
0

0
 ته  

  : تابع بیلګه كیدى شي ددې لپاره لاندې
1 1

( ) -  
sinx

f x
x

 

  

0xد   لپاره      
 

0
2

0

xsinxxcos2

xsin
lim

xsinxcosx

1xcos
lim

xsinx

xxsin
lim

xsin

1

x

1
lim

0x0x

0x0x




























 

ڼې تیپ داچى دلته مشتق بیرته د ب
0

0
  .ده، نو د لوپیتال قاعده استعمالیدى شي   

 

).0له تیپ  یا بڼې  ) څخه بڼې 



  :ته 

).0د تیپ   )  بیلګي په توگه  تابع حالت  دf(x)=x.lnx   0<د-x  لپاره ښایي.  په كوم

په استعمال دا لاندې  كى چي ضرب  د ویش په څیر انځور كړي، نو د لوپیتال د قاعدې

  :لاس ته راځي

0)x(lim

x

1
x

1

lim

x

1

xln
lim)xlnx(lim

0x

2

0x0x0x







 

 ته:0eڅخه وبڼې 00ې له بڼ

  دلته د بیلګي په توګه تابع
xf(x)=x 0<د-x نیول كیږي لپاره تر څیړنى لاندې.  
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----------------------------------------------------------------------------------- 

انځورونى په مرسته په بریالى توګه لاس  ته د یوېe د بڼي بدلون یا فورم بدلون و  بنسټ

  :ته راځي

1eelimelimxlim 0xlnx

0x

)xln(

0x

x

0x

x

 


 

 

e.0بڼې څخه و 1له  بڼې ته 

 ) د ښوونى ، د بیلګي په توګه د تابع ) (1 )xµ
f x

x
  پوله ده د µ R  او لپارهx    

 x د +x  R   :سره 






















 



















 






eeee

eelim
x

1lim

x
1

lim

x

1

x

2
1

1

lim

x

1

2
1ln

lim

))
2

1ln(x(lim
x

1ln(x

x

x

x

x

2

2

xx

x

 

 

 له پاره لاس ته راځي µ=1د   
1

lim 1
x

x
e

x

 
  

 
 

 

       ).0و بڼې  0له بڼې )e   ته 

 

  دا كارونه  په یوې  بیلګي روښانه كوو:  

0
xsinxxcos

xcosxsin2
lim

xcosx

xsin
lim

xsin

xcos
x

1
(x

lim

xsin

1
x

1
ln

lim

eelim
x

1
lim

0x

2

0x

2

2

0x0x

)
x

1
lnx(sinlim

x

1
lnxsin

0x

xsin

0x

0x
































  

 

1د   
x

1
lim

xsin

0x











 سره   
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-----------------------------------------------------------------------------------    

 ام وشي. لرې یا ټي: شيباید لاندې جدول کې پ

 جدول د پورته ښوول شوو بڼویا ډولونو د بڼى بدلون  ټولیزه كتنه ممكنوي لاندې

 

) بڼه بدلون یا لنډ: بدلون )g x  ( )f x  )تیپ)ډول 
1 1 ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( ) ( ) 0

g x f x

f x g x f x g x


  


 

0 0  

( ) 0
( ) ( )

1 0
( )

( )

( )
( ) ( )

1

( )

f x
f x g x

g x

Or

g x
f x g x

f x

  




  



 

 0  

 ( )ln ( )( ) ( ) ln ( ) 0( ( ))
g xf xg x g x f xf x e e e    

 سره. f(x)>0د 

0 

 

0 

0 

1 

0 

 

 لګه د تانجنت له پاره :  ید یوې تابع د استعمال ب

یوه زینه له ځمکې څخه د وښو په ټوپۍ 

ایښول کیږي. دا زینه په درې متره جګوالي 

د وښو توپی دې  د یوه کیښکودي  ټوپۍ لم

 ۴پارابول څېره  ولري، چې بنسټ یې 

متره جګوالى لري.  ۴متره سرور دۍ او 

غواړو په دې یوه زینه کیږدو، چې د وښو  

               ټوپۍ سره تانجنت جوړ کړي.

ا زینه کېښول په کومه زاویه) کونج(باید د

                                                شي؟

د وښو ټوپۍ له بیخ څخه دې په کوم 

  ښول شي؟یلرېوالي په ځمکه دا زینه ک
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----------------------------------------------------------------------------------- 

 

محور داسې کا ږو،چې د   yموږ د   

 پارابول له ککرې)څوکې(  څخه تېريږي.

 ع مساوات لري: پارابول دا لاندې  د تاب

      

 

    لپاره ارزښت ټاکو:  0xموږ د 

 

 

 رنه : یشم

0کاروو. زینه ټوپۍ په    =-0x1د نورو شمېرنو لپاره ارزښت ( 1,3)P   ټکي کې

0لمسوي.موږ په  ( 1,3)P  :ټکي کې د تانجنت مساوات ټاکو 

                                                

 سره  لاس ته راځي  د   
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-----------------------------------------------------------------------------------                

 جوړه زاویه:  

د صفرځای   t(x) د صفرځای او د  تانجنت  f(x)د زینې او د وښو ټوپۍ تر منځ واټن د 

 ترمنځ واټن دی.

 صفرځایونه:

 لرو: 

 

 دی.0 5,ترمنځ واټن     2-او     2,5-ارزښتونو    xد   

 باید  نیم متر لرې کېښول شي. زینه د وښو  د ټوپۍ له پښو څخه

ددې پوښتنې څخه مو زده کړل، چې د تانجنت مساوات څنګه ټاکل کیږي، چې یو ګراف په 

   تعریف شوي ځای کې لمسوي.

 د سترې ګټى) غټو ګټو( مسئله  یا قضیه    

ډول به د یو څو بیلګو  دا د سترې ګټى مسئله خورا ستره عملي مانا لري، چى په لاندې

  .وڅیړل شي له لارې

 ټولو پروسو كى ، چى په عمل كى  کارول کیږي یا صورت نیسي، له تاثیروونكو  نزدې

ډول د هغو ټاكلو لویو استعمال ته اړ دۍ، كومى چى موږ په ځانګړو یا  یا په همدې

  .مخصوصو پولو كى په اختیار كي لرودى شو

 په   x  ابلى یا اووښتونىموږ یواځي هغه پروسى تر څیړني لاندې نیسو چى د یوې  واری

y = f(x) ,  x واك كى وي. دا د بل په واك كى د یوې تابع  D له لارې څرګندولى

  .شو
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-----------------------------------------------------------------------------------                

  f(x)  باید داسى وټاكل شي چى  x ټول  لګښتونه یا مصارف په كوته كړي، نو  y  كه

  .مینیمال  یا خورا كم شي 

باید داسى لاس ته راوړل شي،   x ګټه وي یا ګټور تاثیر وي،  نو  y كه په څټ یا برعکس

ه قاعده كى  اغزمنه  یا  مؤثره لویه یا په بل ماكسیمال یا خورا لوي شي. پ   f(xچې  )

پولو ترمنځ ازاده  ټاكونكى نه ده،    او   د    xعبارت، خپلواك واریابل یا اووښتونى

 بلكه د تخنیك یا تخنیكپوهنى له امله ،  یواځى په ټاكلو پولو كى

  b            (*)          <x  <a    

اړه لري، چى ایا دا ګټه ده  پورې ګټې مسئلى ، په دېد  امله عملي  په زړه پورې له دې

 او كه لګښت.

                        )bxaxfy  (max!)( 

                         ))(min!)( bxaxfy  

 یا ټینګ تړلى دۍ.  دلته  دا د  افراطي ارزښتونو برخى پرابلمونو سره خورا نزدې

  :توكه د لاندې پرابلم د كاركولو سره ده ځموږ علاقه په ځانګړې

ګډو اړیكو راپیداكول، د  دندې یا وظیفي وركولو سره سم)      y = f(xد بلواكیزو   )  - ۱

  ) مودالیټي پرابلم            د

   )  *د تخنیكپوهنى پولو په پام كى لرل ) - ۲

   وښول شي دادې د دوه بیلګو له لارې 

لونه ور وا نه کلوکې د اغزو منډو کېښول کیږي، چې ما یو د منډو) پټي ته په:  بیلګه 

دۍ. له  دي سیم سره باید یوه مربع سطحه  L وړي(  سیم لرو چي ټول اوږدوالى یى

)څلورګوډیزه  هواره(، چى د امكان ترحده  باید لویه وي، منډو شي. دا وظیفه شوه یا په 

  .بل عبارت غوښتنه 
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-----------------------------------------------------------------------------------                 

پرابلم :  غوښتنه  مو د یوې ځلور ضلَي) څلورګوډۍ(   Art und Weiseاوس د مودالیټي

ښایو او بل    a ړخ  پهګوډۍ( یو ا-چى معمول دي،  ددې څلورضلعي ) پیداكول دي. لكه

 له مخى ( .  ۱۴.  ۲۰ښایو، د څیرې   b اړخ ىي په

  دي. د  b او a  دا په  سر  كى دوه  اغیزې  لرونکې یا تاثیراچونكى لویي                   

                                                         L = 2a + 2b,    b = (L/2) -a            

دا  ،  a = x   امله  یواځي یوې اغیزمنې) تاثیراچوونكي( لویي ته اړیو د بیلګي په توګهله 

 داسي ده A )ګټه )ستحه  A = ab = x((L/2)-x)  

   L /2 . <x  <0دا روښانه ده چى صدق كوي  

   امله د سترې ګټى پرابلم داسى دۍ له دې

                  

                                       y = f(x) = x((L/2)-x)=Max!      (0 < x < L /2)  

  .ترمنځ پروت وي  L /2 او  0له امله باید ماكس د   f(0) = f(L/2) = 0 د 

 د ماكس لپاره  ضرور دي                                                       

 y ' = f ' (x) = L/2 - 2x = 0  

  .په پوښتنه كى راځي  x = L /4  د ماكس لپاره یواځي

  .دۍ y ''=f ''(x) = -2< 0 لپاره د دې
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-----------------------------------------------------------------------------------                

رول  L / 2 او 0پولى  په ریښتیا چى یو ماكس مو مخ ته پروت دى. دلته تخنیكپوهنیزې

   . a = b = L /4 نه لوبوي.  نو صدق كوي  

تولید كړي او دا   M یوه بډای  چى په یوه ټاكلي وخت كى  ټولسټ )ټولډډیرۍ(:  بیلګه 

تړلي دي.      F  تونهسره فیكس یا كره ټاكلى لګښ تل  اخستونكو ته ورسوي،  نو له دې

كى تولید كړي ، په یوه   M  شي چي سملاسى د دې تولید په ټولسټ )ټولډیرۍ( كیدې

زخیره ځاي)زېرمتون؟( كى ځاي په ځاي كړي او اخستونكو ته یى سملاسي ورسوي. 

لپاره ځاي او هلته  دلته د  زېمتون )زخیره کونې( لګښتونه راپید كیږي) ددې د زخیرې

ړل (.   یا هم كیدى شي چى تولید په لږه کچه یا  اندازه تولید شي او بیا اچول او و

سملاسى اخستونكو ته وروړل شي.  دلته نو د زخیره کولو لګښتونه منځ ته نه راځي. 

ډول تولید باندې درول، لګښتونه منځ ته راولي، چى د چمتووالى   مګر  تل تولید په دې

لویه ( باید تولید شي،  چى د امكان تر پولي كم  )ازاده  x لګښتونه یى بولو. كومه  ډیرۍ

لګښت د چمتووالى لګښت سره متناسب دۍ ، د خرابیدو  لګښتونه پرې وشي؟  د زخیرې

ارزښت  د چمتووالي یا تولید ارزښت سره یعنى چي خرڅلاو ته چمتو كیږي، په څټ 

وي نو  چمتووالى كم   x  لوي وي نو چمووالى ته كم اړتیا شته او كه  x  متناسب دى. كه

 بدلون تل باید تغیر وخوري یعني.  ټول لګښتونه 

  y = f(x) = F + Lx + R/x دي ، چیرته چى F  ثابت)همغه( یا   په كلكه ایښول شوي

د  x  د چمتووالى لګښتونه دي.  دا ازاده لویه  R  لګښتونه  او د زخیرې Lلګښتونه دي، 

        0 امله صدق كوي یدلى یا غټیدلى. له دېڅخه نه شي  سترېدلی ، لوئ    Mتولیدډیرۍ

M .< x  <    ډول ده  امله  په لاندې مخ ته پروت د ستریدلو مسئله  له دې

M  <x  <y = f(x) = F + Lx + R /x = Min!    ( 0                              

)          اره رابیلیدنه دوه واره دیفرنڅیال كیږي یا یي دوه و  f(x(  لمړى         

  :نیول كیږي

  f '(x) = L -R/x² ,                   f ''(x) = 2R / x³   

 ؟؟؟ x =     R / L     پس لرو  , f '(x) =  0    :د مینیوم لپاره ضرور دي 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        ۷۶۱    مشتقشمیرنه)رابیلیدنه(                         ۲۰                              

-----------------------------------------------------------------------------------                

 هم صدق كوي،  پس دلته تل یو نسبي مینیموم مخ ته  لرو    f '' (x)<    0له امله  x<   0د

 

 

   x =    R/L  < M  څرګنده ده:  كه  . كى انځور شوې ۱۵.  ۲۰تګلار په څیره  د كږې

وي، نو یو منیموم په  x = R / L>M  كه .صدق ولري،  نو مینیموم مو مخته پروت دى

    .لرو x = M  څنډه په    R / L < M² دا مانا لري  x =   R / L  < M نامساوت

  .  R²< M²L ډول همدې   دx = M او  لپاره  R < M²L د   x = R/ L  : پس مخ ته لرو

R > M²L لپاره  

څخه زیات لوي شي، نو سملاسى   L لګښتونو زخیرې  , R  چمتوالي لګښتونه نو : كه د

لګښتونه د چمتووالى لګښت څخه كم  صورت ونیس. كه د ذخیرې   x = M  ټول تولید دې

   .تولید شي  x وي، كیدى شي كوچنى  ازاد                                               

  لپاره  صدق كوي   M = 10000, R = 1000, L = 10   ټاكلى بیلګه : دR = 1000 < 

M²L = 108 . 10 = 109  x =    R / L =     1000 / 10   ستر یا غټ  ازاد لګښت دى

 =   100 = 10   یوونه تولید  10000یوونه باید ورزیات شي ، چى    10دلته   a ازاد

غټ  R = 1000 > M²L = 100 لپاره صدق كوي   M = 10 , R = 1000 , L = 1 د كړي

تر تولید لاندې ونیوله  یوه ازاده لویه دې یواځې  .ده x = M = 10   امله ازاده لویه له دې

 شي.       پاى
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مشتقشمیرنه)رابیلیدنه(                                 ۲۰                             ۷۶۲     

-----------------------------------------------------------------------------------                 

 په  تولید کې  د مشتق  استعمال

تولید کوي. په دې تولید د لگښت کیږي، چې دا د تولید په واک  xفعالیت :  یوه فابریکه  

 سره ښایو. K(x)کې دۍ، چې موږ ورته د لگښت تابع وایو او په  

 اره لگښت را ټیټ کړو؟څنگه کولی شو، چې د زیات تولید لپ

 د تولید سټ)ډېرۍ( او ټول لګښت تر منځ  تړاو انځوروي.  K(x)د لګښت تابع  

 په شاو خوا کې زیاتیږي.  Kشاو خوا کې زیات شي، نو لګښت هم د    xکه تولید د

کمښتویش )تقسیم تفاضل( 
K

x




تولید تغیر  xد منځنې لګښت زیاتوالی ښایي،  د یوه  

 (سره)منځنی تغیر ارزښت

ځای کې لحضوي تغیر ارزښت د مشتق لګښت  بلل کیږي.  دا د پوله ارزښت    0xد 

0
lim
x

K

x 




 مشتق.   Kسره ټاکل کیږي، داپه دې معني، چې  د لګښت د تابع  

په نامه یادوو  یا یې پوله   K'(x)مشتق د مشتفارزښت  K(x)ژند :  د لگښتتابع   یپ

 هم بولو.   K'(x)لگشت

 دې ورکړ شوې وي.   بېلگه: د لگښت تابع 

لپاره وکاږۍاو په    K'(x)او     K(x)الف: مشتق ارزښت وټاکۍ، یو ارزښت جدول  د  

 پروتولاړ سیستم یا کواوردیناتسیستم کې یې گراف وکاږۍ.

 پل)قدو( پراخوالي سره. ١لپاره په    I = [ 0 ; 6 ]پوله ارزښت د 

 ب :   د ډېر کم لگښتزاتوالی و ټاکۍ:

 لاندې تابع لرو:

 مشتف ارزښت

           
 ارزښت جدول
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        ۷۶۳        مشتقشمیرنه)رابیلیدنه(                           ٢۰                              

-----------------------------------------------------------------------------------                

په ککره)ځوکه( کې پروت دۍ   K'(x)خورا کم د لگښتزیاتوالی)لگښتجگېدنه( د پارابول 

 پروت یا افقي دۍ K'(x)، یعنې هلته چې تانجنت 

 

 دد تانجنت د پروتوالي یا افقیت لپاره :

 

د ي، مربع کارتون) د کلک کاغذ څخه 

سانتیمتره د اړخ  ۲۶جوړ(څخه ، چې 

اوږدوالی لري یو بکس جوړوو بې له 

 جګوالی لري. xسرپوښ، جې د  

الف: د یوه تابع ترم وټاکۍ، چې د بګس 

په واکوالي یا تابعیت کې   xد  Vحجم)ډکی( 

 ایي.ښ

ګراف وکاږۍ او په نردې توګه یې  –ب 

 ماګسیما)خورا جګ( حجم و ټاکۍ.

 

او د ټول   x( د ناروغانو ګڼه )تعداد   K(x) د یوه روغتون د نرختابع)مصرف تابع(  - 

  y = 1ناروغانو معنی او   100د     x = 1مصرف ترمنځ  اړېکې انځوروي، داسې چې 

 (   .  .Tag / € 1000)  په ورځ  یورو  زریو  .Tag / € 1000دۍ معنی چې 

 

 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 
   

مشتقشمیرنه)رابیلیدنه(                                 ۲۰                             ۷۶۴     

-----------------------------------------------------------------------------------                 

 ټولگه:                        

 قضیه:(Rolle) د رول

],[تابع دې په بند اینتروال  fیوه د  ba کې متمادي وي د)()( bfaf  سره  او په واز

),(ایتروال ba کې مشتقوړ، نو لږ تر لږه یوځاي( , )c a b شته دى د
0'( ) 0f x   سره. 

 

   : منځني ارزښت )وسطي قیمت( قضیه د مشتق د      

xy)(كه    تابع په بند اینتروال],[ ba  كې متمادي 

),(او په واز اینتروال  ba              څېره په نوټ کې ده، دا ښه كې د مشتق وړ وي، نو

                    نه ده کښل                                                                                          

) هلته یوځاي  , )x a b                                      شوېشته  دى، د كوم لپاره چى 

0لرو:    

( ) ( )
'( )

f b f a
f x

b a





 

 پراخه شوې منځقضیه: 

)()(كه  xfufgv  او )()( xfufgv    په بند اینتروال],[ ba متمادي توابع وي او په واز  کې

),(اینتروال  ba  0کې مشتقوړاو)(' xg باور ),( ولري، نو د ټولو   bax لپاره، كم له

0),(كمه یوځاى  bax  راځي:     وجودلري چى لاس ته ترې
)x(g

)x(f

)a(g)b(g

)a(f)b(f

0

0









 

 قضیه: 

 کې مشتقوړ وي. Iتابع دې په انتروال  xf)(د 

')(0کې مونوتون جگېدونکې وي، نو باور لري: Iتابع په اینتروال xf)(که د  .1 xf 

 لپاره1xد ټولو 

')(0په اینتروال کې همغږیزټیټېدونکې وي، نو باور لري:  xf)(که  - xf    د

 لپاره. 1xټولو

')(0که - xf 1وي، دټولوx  ،نو لپاره)(xf  په اینتروالI  کې همغږیز جگېدونکې

 ده.
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-          ۷۶۵                   مشتقشمیرنه)رابیلیدنه(      ۲۰                              
----------------------------------------------------------------------------------                

')(0که - xf1وي د ټولوx و لپاره، ن)(xf په ایتروالI .کې همغږیز ټیتېدونکې ده 

')(0که - xf1وي ، د ټولوx لپاره، نو)(xf  په اینتروالI  کې په کلکه

 .همغږیزجگېدونکې ده

')(0که -  xf 1وي د ټولوx  لپاره،نو)(xf  په اینتروالI کې په کلکه مونوتون

 ټیټېدونې ده.

 

')(0په ځاى كې 0x لپاره د xf)(كه د  xf  ولرو نو یو نسبي ټیټ ټکى مو مخ ته

 .پروت دى

 په ځاى كې0x لپاره د xf)(كه د  0)(' xf  او 0)(" xf  ولرو نو یو نسبي ټکى مو مخ

 ته پروت دى.

 که ددې  برعكس  ولرو: 0)(' xf  او'( ) 0f x  ، نو یو نسبي ماكسیموم مو مخ ته  

 پروت دى. 

')(0 چې  د بحراني ټکي)ټیټ ټکي یا جگ ټکي( لپاره خوي ټاکونکى دى،  xf وي، او

")(د  xf یا یو اصغري ټکى او كه اعظمي (، په دې پریكړه كوي چى ا -نښه ) + ،  مخ

 ټکى مو مخ ته پروت دى.

0xx د :پېژند  په چاپیريال كې د)(xfy   تعریف شوې تابع یونسبي جگ ټكى په

 لپاره باور ولري: xته پوره نږدى 0x ټولو  ډول نسبي ټیټ ټكى لري، كه همدې

 0f ( x ) > f ( x  ډول په همدې ( 0f ( x ) f ( x )  

 

 د یوه نسبي بحراني ټکي لپاره ضروري شرایط(:: ) جمله

xfy)(كې مشتق وړ تابع 0x كه په   :انحرافي ټکى لري نو لرو   0)(' xf  
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--------------------------------------------------------------------------------                

')(0یي: چیرته چې دا جمله موږ ته وا xf  وي نو هلته اكستریموم نه شته، د

')(0راځي، چى د هغي لپاره لرو ځاى په پوښتنه كى 0xاكستریموم لپاره یواځې د  xf ،

xfy)(خو حمتي نه ده چې    دې یواكستریموم و لري.    

 :)د یوه بحراني ټکي لپاره پوره کیدونكى  شرایط)  : جمله 

xfy)(كى دوه واره مشتقوړ  0x = x  كه په  ولرو:تابع لپاره '( ) 0 , "( ) 0f x f x 

xfy)(نو تابع       .هلته یو بحراني ټکى لري 

")(0 :خورا ټیټ ټکى مخ ته لرو، كه وي xf 

")(0  :خورا جگ ټکۍ مخ ته پروت دى ، كه وي xf 

0xx په یوه چاپیريال  :پېژند  كې مشتق وړ تابع)(xfy  انعطافټکی په  -ښى -یو كیڼ

 جگټکی)عظمي  انعطافټکی لري، كه د هغه مشتق هلته یو نسبي -كیڼ -ډول ښى  همدې

 نقطه( په همدې توگه یو نسبي ټیټ ټکى ولري.

 د یوه نسبي بحراني ټکي لپاره ضروري شرایط(:)  :جمله

xfy)(كې مشتق وړ تابع 0x كه په     :0اكستریموم لري نو لرو)(' xf 

')(0 دا جمله موږ ته وایي: چیرته چې xf وي نو هلته بحراني ټکى نه شته، د بحراني

')(0ې د هغې لپارهراځي، چ ځاى په پوښتنه كې 0xټکو لپاره یواځې د xf خو  وي ،

xfy)(حمتي نه ده چې   .دې یوبحراني ټکى ولري   

'')(د  پورته جملى استعمال په xfy   لاندې جمله  لاس ته راځي:  څخه 

 د اوړونټكي)انعطاف ټکي( لپاره  اړیین  شرایط(::  ) جمله 

0xxكه په  كى دوه واره مشتق وړ تابعy = f ( x)    هلته یو انعطاف ټكى ولري،  نو 

 ترې راځي: لاس ته    f '' ( x ) = 0   
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      ۷۶۷                      شتقشمیرنه)رابیلیدنه(         م۲۰                              

-----------------------------------------------------------------------------------                 

ټکى هم بلل کیږي(لاندې د انعطافټکي ځانگړى حالت زند: د زینټکي) کله کله  برنډې یپ

 پوهیږو، داسې انعطافټکى چې تانجنت یې افقي )پروت( وي:

د پرتلي لپاره دې بیا یو ،،عادي،، انعطافټکى ورکړ شوى وي.دا یو مائل) نه افقي( 

 تانجنت لري

 

 د برنولي او د  دې لو، پیتال قاعده:    

 
xfu)(كه توابع   او)(xgv    د یوه)( 0xU 0ال  دچاپیریx  په ځااي كاى مشاتقوړ وي د

0)(' xgسااااااااره او د یوصاااااااافرځاي وي،  gا و fد  0xلپاااااااااره او  xUx)(ټولااااااااو 

0د 0( ) ( ) 0f x g x    ،سره ,نو باور لري:  
)x(g

)x(f
lim

)x(g

)x(f
lim

00 xxxx 





 

 ترڅو په ښي لور حد شته وي.

په ورته توگه لاس ته راځي:   
)x(g

)x(f
lim

)x(g

)x(f
lim

xx 





 

 تمرینونه:

په ځای کې وشمېرۍ او د فرمول د  x0د لاندې لیکل شوو  تحلیلي افادو مشتق د   – ١

 شو)ساحه( ورکړۍ. اعتبار ور

              
عمود پورته غورځونې د تن دروندټکي )د جسم د ثقل مرکز( د  یا جسم  د  یوه تن  –۲

 مساوات په لاندې ډول دي:  -وخت -لار
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---------------------------------------------------------------------------------                 

او  د ځمکې بیړې)د ځمکېتعجیل(       یا پیل سرعت پیلچټکتیا

 کله خپل عظمي جګوالي ته رسیږي؟یا جسم  سره. دا تن     

 دا جګوالی څومره لوي دۍ  

زي) حرکت کوي(، داسې چې بیړه)تعجیل( یې یو تن په برابر ډوله چټکتیا خو – ۳

 دۍ   

لګې په یپرلپسې( کېږدۍ) د ب -لپاره یو صفرترادف) په لاندې جدول کې د   

 توګه لکه په اوله مټه)ستن( کې( او جدول پوره کړۍ.

 ره ده.موڅوروسته د تن یا بدن لحظوي جټکتیا  له   

ۍ، چې د مشتقنیولو کومه قاعده په کار د لاندې تحلیلي افادو مشتق ونیسۍ! پام وکړ  – ۴

 وړی شۍ

 

               

د  لاندې ورکړل شوو تحلیلي افادو مشتق ونیسۍ، او هغه ارزښتونه ترې وباسۍ، د   – ۵

 کومو له پاره چې مشتق شته )موجود( نه وي
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۵  .١ – 

 

۵  .٢ - 

 

۵  .۳ – 

 

۵  .۴ – 

 

۵  .۵ – 
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۵  .۶ - 

 

۵  .۷ – 

 

۵  .۸ - 

 

۵  .۹ – 
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---------------------------------------------------------------------------------                 

 

۵  .١۰ - 

 

۵  .١١ – 

 

۵  .١ ٢- 

 

. 
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---------------------------------------------------------------------------------                 

 

۵  .١۳ – 

 

۵  .١۴ - 

 

مخور سره کومه زاویه –xد   f(x)ټکي کې په منحني   تانجنت په    – ۶

 )کونج( جوړوي
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-----------------------------------------------------------------------------------   

 

محور باندې پرته  منحني کوم ټکي کې غوڅوي، که زاویه    -په   پروت تانجنت د    - ۷

 او همداسې    وي. 

 

و ازمایې، چې ایا د مشتق  د ورکړشوو تخلیلي افادو لومړي درې مشتقونه جوړ کړۍ! – ۸

 قابلیت کې د یو ګونو  ورشو ګانوو یا ساحو کې تغیر راځي!

 م  مشتق لپاره یو عمومي فرمول ورکړۍ،  ترهغې چې شته وي. -د   

 

 

 کیږدۍ.   y = f(x)په    y = mx + nد تانجنت مساوات     - ۹

۹  .١ - 
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--قشمیرنه)رابیلیدنه(                                 مشت٢۰                                  ۷۷۴     

---------------------------------------------------------------------------------   

۹  .٢-  

 

)1تابع(په څټ تابع ) برعکس  y=f(x)د لاندې توابعو    – ١۰ )f x   مشتقdx /dy   

 ټکي کې  وشمېرۍ) جوړ کړۍ(  په  

       

 وۍ،یمتمادیت او مشتق والي باندې و څ لاندې تحلیلي افادي په – ١١
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          ۷۷۵      مشتقشمیرنه)رابیلیدنه(                       ۲۰                              

-----------------------------------------------------------------------------------   

        
لاندې منحني چې د پسې برابرونونو سره ورکړ شوي، د افراطي ټکو او   - ۱۲

 اوړونټکو) نقااط افراطي و انعطاف( له مخې وڅېړۍ.

 

     د دې لاندې برابرونونو سره ورکړ شوې منحني تر بحث لاندې ونیسۍ: - ١۳  

 

. 
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-یدنه(                                 مشتقشمیرنه)رابیل٢۰                                   ۷۷۶     

----------------------------------------------------------------------------------   
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-     ۷۷۷          مشتقشمیرنه)رابیلیدنه(                             ٢۰                             

----------------------------------------------------------------------------------   
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 په ټوټه کسرونو ټوټه کونه 

 

 لاینیز ضریبونه لري.کرښیز یا الف( اصلي کسرونه، چې مخرج یې مختلف  

بنسټ: که د یوه اصلي پولینوم 
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x
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x
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x)(مخرجپولینوم 
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P  )په مختلفو کرښیزو)لایني

)())((...)(ضریبونو    21 nxxxxxxx
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P   کی وي، نو پولینوم ټوټه کېدون
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 په لاندې بڼه بدلېدی شي.
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حقیقي عددونه   A,B,C,...,Nداسې یوه بڼه په ټوټه کسرونو ټوټه کونه،، بلل کېږي،  چې 

 دي.

 لګه:یب

اصلي پولینوم کسر   
1074

394
23

2





xxx

xx
 په ټوټه کسر ټوټه کړئ.   
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      ۷۷۹                                     په ټوټه کسرونو ټوټه کونه                              

---------------------------------------------------------------------------------- 

01074حل: د مساوات  23  xxx 11لومړی حل x   د ازمایښت له لارې

 پیداکیږي.

3د پولینوم ویش)لنډ: پولینومویش(  2 2( 4 7 10) : ( 1) 3 10x x x x x x        مو ټوټه

1074)103)(1(ونې ته بیایي  223  xxxxxx 1032مساوات  xx  اوس

22 x  53او x   .حلونه لري 

1074)5)(1)(2(امله له دې 23  xxxxxx .دی 

د اصلي کسر 
1074

394
23

2





xxx

xx
 په ټوټه کسرونو ټوټه کونه: 

د کسرونو شمېرنو قاعدې له مخې کېدی شي ورکړ شوی پولینوم په درې جمعی برخو 

(ضریبونه دي:       -ټوټه شي، چې مخرجونه یې لاینیز ) کرښیز

2151074

394
23

2
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 د غزېدنې سره د ټوټه کسر جمعه:

 اصلي مخرج د ټوټه کسر د پولینوم مخرج دی.

2

3 2

2 2 2 2

3 2 3 2

2 2

3 2 3 2

4 39 ( 1)( 2) ( 5)( 2) ( 5)( 1)

4 7 10 ( 1)( 5)( 2)

4 39 2 3 10 6 5

4 7 10 4 7 10

4 39 ( ) ( 3 6 ) ( 2 10 5 )

4 7 10 4 7
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x x Ax Ax A Bx Bx B Cx Cx C
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x x A B C x A B C x A B C
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 د پرتلې له لارې: ) ځلوونو(ټاکنه د ضریبونو Cاو  A ,Bتونو ارزښت دصور

د مساوي مخرجونو کسرکې بسیا کوي، چې صورتونه سره پرتله کړو. دلته باید د مساوي 

xxتوانونو ضریبونه، دا په دې مانا چې د   باید مساوي وي.  0xاو  2,
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                                         هپه ټوټه کسرونو ټوټه کون                     ۷۸۰           

---------------------------------------------------------------------------------- 
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3 6 1 II

2 10 5 39 III

A B C
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سره پورته درې  IIIمساوات  ضربونه او د هر یوه جمع د  IIاو  Iسره د  2د فاکټور 

 ولو سره را لنډوي.مساوات سیستم  و دوه مساواتسیستم  ته د دوه متح

      
IV41716

V728
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37224 څخه لرو:   IV.Vد مساوات  BB 

14173.16کې ایښوونه:  Vپه  3Bد   CC 

2413 کې ایښوونه:   Iپه   1Cاو  3Bد  AA 

 کسر لاسته راځي: کونې فرمول کې ایښوونې سره غوښتونکی ټوټه په ټوټه
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 ازمایښت:
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 لري.ضریبونه ب ( اصلي پولینوم کسرونه، چې مخرج یې مساوي لاینیز)کرښیز(  
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-           ۷۸١                               په ټوټه کسرونو ټوټه کونه                              

--------------------------------------------------------------------------------- 
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ې کرښیزو فاکتورونو له وي نو دد 

پاره پولینوم لاندې بڼه لري:   
254

263
23

2





xxx

xx
  

په  بلده  ه )ماتونه(د نورو ټولو ساده منځ ته راغلو کرښیزو فاکتورونو ټوټه کسرون

 بڼه ورکول کیږي.

 

 لګه: یب

د اصلي پولینوم کسر 
254

263
23

2





xxx

xx .لپاره په ټوټه کسر ټوټه کونه ورکړئ 

 د مخرج ټوټه ونه په کرښیزو فاکتورونو:

0254ینوم د پول 23  xxx   11لومړی حل x .د ازمایښت له لارې پیدا کېږي 

)244(:)1(23پولینوم ویش  223  xxxxxx  مو لاندې ټوټه کونې ته

 لارښودوي:

)1)(25(244 223  xxxxxx 

0232مساوات   xx 12دا x  23او x   حلونه لري. نو له دې سره د مخرج لپاره

 ډبل حل دى:

                                           223 )1)(2()254  xxxxx 
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                                         نو ټوټه کونهپه ټوټه کسرو                     ۷۸٢           

----------------------------------------------------------------------------------                

  کسر پیل: د ټوټه
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 ورتونو ارزښت د ضریبونو پرتله کونې له لارې.ص Cاو   A,Bد 
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سره ګډ   د دوه مساوات د دوه   Iسره جمعه  د  IIIاو د   سره ضرب 2د   IIد مساوات 

 متحولو سره.
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  A = 2سره :  IV د سره او جمعه یې  4 دضرب  Iد

132کې:   Iایښوونه   په   A = 2د   BB 

1222.22 کې:  IIIایښونه په     B = 1او   A = 2د   CC 

 ټوټه کونې فرمول له لارې ټوټه مسر ټوټه ونه لاس ته راځي: د
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         ۷۸۳                                  په ټوټه کسرونو ټوټه کونه                              

---------------------------------------------------------------------------------- 

فاکتورونو نه ضریبونو یا م کسرونه، چې مخرج یې پوره په کرښیزو پ ( اصلي پولینو

 ټوټه کیږي.

 بنسټ:

که د یوه اصلي پولینوم کسر   
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x
n

P

x
m

P
x)( مخرجپولینوم 

n
P  نور په یوه حقیقی

مخ ته پروت وي، نو په ټوټه کېدو کې  ax²+bx+cضریب نه ټوټه کېدونکي ضریب   

دې د یو ټوټه کسر 
cbxax

BAx
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 شئپه بڼه  کېښول شي یا راوړل    

 

 لګه:یب

د پولینوم کسر 
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xxx

xx
 له پاره دې په ټوټه کسر ټوټه ونه ورکړ شي.   

 د مخرج ټوټه کونه په کرښیزو ضریبونو:

11لومړى حل دې  x   0463وي مساوات 23  xxx  د ازماېښت له لارې پیدا

 کیږي.

)463(:)1(42بولینوم وېش 223  xxxxxx:مو لاندې ټوټه کونې ته بیایي 

)42)(1(463 223  xxxxxx 

422دا چې مساوات   xx  په ورشو کې نوره حقیقي حل نه لري، نو د حقیقي اعدادو

 ټوټه کونه ناشونې ده.

422   نو له دې امله پولینوم کسر لاندې بڼه لري:  xx

Ax
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                                         په ټوټه کسرونو ټوټه کونه                        ۷۸۴        

---------------------------------------------------------------------------------- 
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 د غزونې له لارې د ټوټه کسرونو  جمع
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 ټاکنه د پرتله کولو له لارې: A,B,Cد ضریبونو 

A+C = 5                  I 

A + B + 2C = 8             II 

B + 4C = 9             III 

سره یې گدولو څخه مساوات لاس ته   I څخه  د   IIتفریق( له مساوات کمښت )  IIIد   

 راځي، چې دوه اووښتونې یا متحولې لري:

A – 2C = 5            IV 

A + C = 5           I 

II :263مساوات منقي  IIIمساوات  CC    

192.4 ائښوولو سره : Iپه    C = 2د   BA   

192.4 ایښوولو سره:  IIIپه    C = 2د    BB  
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           ۷۸۵                                 په ټوټه کسرونو ټوټه کونه                              

----------------------------------------------------------------------------------                  

 ځيکه دا د ټوټه کونې فرمول کې کېږدو نو د ټوټهکسر ټوټه کونه لاس ته را
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 نا اصلي پولینوم کسرونه:ج (  

که د یوه پولینوم 
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m  د صورت درجه د پولینوم د مخرج له درجې څخه لویه

وي، نو دا په پولینومویش له لارې په ټولناطق کسر او یوه اصلي کسر ټوټه کېدى 

 شي.
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 په ټوټه کسري پولینومونو ټوټه کړئ .  

درجه درې ده او د مخرج دوه . نو له دې امله مو یو نا اصلي د پولینوم د صورت 

 پولینومکسر مخ ته پروت دۍ.

 :پولینوم وېش
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کسر    یا باقي – د پاتې
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له پاره د ټوټه کسر ټوټه کونې کارونه )عملیه(    

 مخ ته بیایو.مخرج په کرښیزو ضریبونو ټوټه کړى:
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                                         کسرونو ټوټه کونهپه ټوټه                      ۷۸۶           

----------------------------------------------------------------------------------                 

21له پاره حل     x² - 2x -8 = 0د مساوات   x     42او x .لرو 

2نو 2 8 ( 4)( 2)x x x x      .دى 

 کوو: د ټوټه کسر ټوټه کونې لپاره ځاى په ځاي
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 ټاکل:  Bاو  Aد ضریبونو د پرتله کوونې په مرسته د 
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 هرنید انتیګرالشم
 

 

 

 رنې لپاره پیل راوړنېیګرالشمد انتی 

 

سطحه یا جسمونویو چې د کرښو رابند تنونو  موږ د ځمککچپوهنې یا هندسې له لارې بلد

 رو. یحجم څنګه وشمډکی یا  او

 کرښې ( رابنده وي، نو څه باید وشي؟-که یوه سطحه له ګږط)

 ابولې.دا مو انتیګرال شمېرنې ته ر

 

د منحني څخه  پخوانیو یونانیانو ته دا

رلو اصول معلوم یرابندې سطحې شم

 وو.

رنه، چې موږ ورسره  یدا دمشتق شم

ر لرو، ډېر وروسته )د او کا اوس سر

 ړۍپاي کې( د طبیعيیاوه لسمې پ

لایبنیڅ او نیوټون له  علومو پوهانو 

        خوا رامنځ ته ) اختراع( شو.

 

 لګهیبپیل
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 هرنید انتیګرالشم                 ۷۸۸             

---------------------------------------------------------------------------------- 

دا څېراه شوی چمن خرڅیږي. له پورته لور د 

ویالې را بند دى او له ښي لور د گاونډي 

ځمکه ده او کیڼ لور ته کوڅه او له کښته لور 

ددی لپاره چې  وې کوڅي را بند دى.هم د ی

 چمن وپلورل شي، باید  سطحه وپېژندل شي.

د پلورونکی لپاره سطحه باید نزدې پوره مگر 

هیڅکله کمه ونه شمېرل شي. اخستونکی هم د 

ځان لپاره فکر کوي، چې پیسې باید ورکړي، 

خو  هیڅکله ځمکه د اصل څخه زیات ونه 

         شمېرل شو.  

رانیوونکي او پلورونکي د چمن سطحه معلومه کړه، دواړه   د پیسو په  دې چېوروسته له 

 تادیه سره یوځای کیږي او په دې هکله موافقه کوي.

200ویاله 
400

1
)( 2  xxf لري  د تابع  مساوات.   

 د اخستونکي له پاره ممکنه حل.

سره  50mهره ټوټه)مستطیل پټۍ( 

وره ده او په رسم کې ورکړشوی 

، سطحه یو جگوالی لري. د ټولو پټیو

 رو.یځای شم

123700

2530050506

2125050425

1280050256

1500050300

1280050256

1125050225

1030050206

1000050200

















          

ځمکه په لاندې ډول په اوږدو ټوټو)پټیو ( 

 ټوټه کیږي

 

 

 mد اوږدوالي واحد)یوون(په 
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 ۷۸۹                                        هرنید انتیګرالشم                              

---------------------------------------------------------------------------------- 

 ده.  m 2123700د اخستونکي لپاره ټوله سطحه  نزدې    

 

 د پلورونکي له پاره ممکنه حل:  

سورلري او په  50mهره ټوټه)پټۍ( 

لري. د  رسم کې ورکړشوی جگوالی

 رو.یټولو پټیو سطحه یوځای شم

143700

3000050600

2530050506

2125050425

1280050356

1500050300

1280050256

1125050225

1030050206

















 

 

 

 

 دى.   m 2143700دې  ږد  د پلورونکي له پاره   د ټولې سطحې مساحت  ن

او پلورونکی باید د دواړو قېمتونو ،،منځ،، ته راشي، دا په دې معنا چې اخستونکی 

 ارزښت، چې دى: دواړه د قېمتونو منځ ارزښت یو بل سره ومني. یعنې د سطحې منځ

2133700
2

143700123700
unt


 

دا به وروسته د ټاکلي انتیگرال برخه )په مخ( کې وشمېرو، چې  ریښتونی ارزښت 

23.133333یې m .دی 

 بلل کیږي. لاندنۍ ،،جمعې جوړول،،نه د اخستونکي په بېلګه کې دا ډول شمېر 

 ل بلل کیږي.پورتنۍ جمعې،، جوړود پلورونکي په بېلګه دا ډول شمېرنه،،   

 دا د سطحې ریښتونی ارزښت یو چېرته په دا منځ کې پروت دی.

باید ددې له پاره یوه لار پیدا کړو، چې رښتونی ارزښت ترې لاس ته راشي. ددې کار 

 لي  لار شته.لپاره لږ نوره د چمتووا

 

 Integralcalculation     رنهیانتیګرالشم  

 mد اوږدوالي واحد)یوون(په
m 
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 د سطحې تابع له پاره تر مخ راوړنه:

 دا دانتیگرال هندسي مفهوم هم دۍ.

کارتېزي وضعیه قېمت سیستم کې د   ګراف  په سرچینه کې یوه کرښه رسموو.  په

په واکوالي کې  xمحور ترمنځ د  - xغواړو سطحه پیداکړو، چې د تابع دګراف او 

 .تابع وي( x) د پرته وي

 

  د ریمن )ټاکلی( انتلګرال

 

 یادونه:  انتیگرال څه شى دى؟

و په معنی دى ، لکه چې یو څوک  یوې پردۍ  د ورگډېدل  Integrationآنتېګرال کونه  

ټولنې ته ورگډیږي یعنې ددې پردۍ ټولنې خویونه خپلوي، یعنې دى په دې ټولنه 

ورزیاتیږي.  دا هم په همدې موخه دلته دا موضوع څېړلو ته وړاندې کیږي، چې څنگه د 

 تابع ته ځي. فنکشن یا یوې کوچنى درجې تابع و یوه جگ درجې 

 ندسي تعریف:د انتیگرال ه

ور او تابع ترمنځ حم  x تابع ولرو، نو د  fد انتیگرال تعریف:که یوه  -لوریزه سطحه

محور پورته   xسطحې شمېرل د انتیگرال له لارې  کیږي. په دې سطحه کې د  

محور کښته لورې ته سطحه منفي   xلورې ته سطحه مثبته مخنخښه لري او د 

 مخنخښخ لري.

 تحلیلي تعریف:

باندې تعریف دى، نو    [a,b]یوه تابع ورکړ شوې، چې په یوه انتروال    f: د تعریف

د گراف او د کرښې   fپه محور د    xپورې د تابع د انتیگرال  څخه د   bڅخه تر  a د

x=a   اوx=b تر منځ یوه  یوه لوریزه سطحه پوهیږو. 
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غوارړو، چې د انتګرال کلیمې ته وده ورکړو. د سطحې کچونې یا  کې په دې برخه 

انتګرالنیول د  اندازه کوونې څخه کړی شو د انتګرال شمېرنې ته راشو،  له دې امله  

 مشتق په څټ یا برعکس کارونه یا عملیه ده.

 

لرو. غواړو ددې تابع د    y = f(x)یو تابع 

محور باندې پرتو  – xګراف او د 

axټکو 0 اوnx  = b    ترمنځ هواره

وي.  (f(x)>0 ))سطحه( وشمېرو داسې چې 

 (     ۱.  ۱) څېره 

 

 

 

 

 

  ن( برابرو برخو  انتروالونوینه اړی) nاینتروال په  [a,b]ددې دندې  د حل لپاره د 

 1[ , ]i ix x .ټوټه کوو 

iii

nii

xxx

bxxxxxa









1

110 ......
 

]1په اینتروال   , ]i ix x 1کې  په خوښه[ , ]l i ix x     .ټاکو 

,1د   , ( )i ix x x x y f x       تر منځ  سطحه )هواره( دا  لاندې  د مستطیل

 سطحه )و لاړکونجیزه هواره( ده:  

  ( ) ( ). , (4.2)i l iF x f x   

د ټولو پورته مستطیل ډوله کوچنیو سطحو د جمعې )زیاتون(  له لارې غوښتونكې، نزدې 

 حه لاس ته راځي: ټوله سط

 

1F

)x(fy 

bx n ax 0  1x 11x  11 x

y

x
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1

( ) ;...............................(4,2)
n

n i i

i

F F f x


     

  یعني ویش نرى شي    [ a , b]چى د اینتروال دیوالى تر هغي ښه كیږي  څومرهږدا ن

 max 0x دونكو شمیر،هرڅومره چى د زیاتی( n )  شي.     

څنګه  [a , b ]اړه نه چى اینتروال  ولري، په دې F تل همغه پوله ارزښت(   ۲.  ٤كه ) 

 ویشل شوى 

]1   او , ]i i ix x څنګه ټاكل شوي، نوf ( x)   په اینتروال[a,b]   كى اینتیګرالوړ دۍ. دا د

 بیلګي په 

  .الت دۍح y = f ( x)  توګه د ټولو ټوټه،  متمادی او محدودو  توابعو 

 

  )پوله(   لیمیټ :  ۱.  ٤) تعریف(  ژندیپ    

1

lim ( ) ( ) ;( 0),........(4,3)

bn

i i
n

i a

f x f x dx F x




        

یا د  ټاكلى اینتیګرال بولو،   f ( x)كى موجود وي، نو دا  د  [ a , b]كه په اینتروال

 ریمن سطحه

F- Riemann دلته . a او یا حد  پوله)د اینتیګرال کېدونکې لاندې)کښته b  د ایتیګرال

 (او) د ایتیګرال کېدونکې اینتروال [a,b]لل كیږي او ب یا حد  کېدونکې پورته پوله

Integrand)  f ( x  او )اینتیګرالېدونکىx   ( د اینتیګرال کېدونکې متحول

Integrationsvariable  ) بلل كیږي 

د ایتیګریشن واریابله یا اووښتونى  كیدى شي په خپله خوښه په نخښه  شي) :  ۱یادونه 

 ښه وټاكل شي (. ښه یا علامه یى په خونخمخ
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لرو: موږ  

b

a

b

a

b

a

duufdttfdxxf )()()( 

 f ( x ) چى حالت ته پراخه شي، چیرتهكیدى شي هغه  ۱.  ٤دا پورته تعریف :  ۲یادونه 

  .باوري نه وي 0  <

 محور تر لاندې منفي هواره لري- x وي نو دا ټاكلى اینتیګرال  بیا د  f ( x ) < 0 كه

.  

(  ۲.  ٤لكه په (ش  -كږه  x ) y = f ( كه د

-  x د  داینتیګرآلونې  په اینتروال كى -كى 

فرمول د  محور پرې كړي نو دا مخامخ 

ندې سطې سره  باور لري : لا

1 2 3 4...F F F F F    

 

 

 

 

 

 پسې تړلې دا لاندې جمله لرو: ۱.  ٤د تعریف     

]کې اینتیګرالوړ وي او     [a , b]په  f ( x ): که ۱. ٤جمله , ]c a b  ،نو باور  وي

 لري:

( ) ( ) ( )
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx                        

 

  له اینتروالc ارزښتونو ته پراخه كړى شو، باید c لپاره چى دا پورته مساوات د ددې

[a,b] پروت، یعنې ټكي د باندې نه وي a,b او c   په یوه اینتروال كى باید پراته وي، په

 اینتیګرالوړ دى. f ( x هغه كى چى تابع )

1F

3F

2F 4F

xa
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وږ دا لاندې تعریف)پېژند( لرو :م 

اینتیګرالوړ دى، نو باور  کې [a, b]  په یوه بند انتروال f ( x)   : ۲.  ٤ژند یا تعریف یپ

 لري:

 

a

b

b

a

dx)x(fdx)x(f                   

له مخى تل باور لري:      ۱.  ٤د پېژند تعریف  

a

a

0dx)x(f 

 

 یا لومړنۍ تابع -بنسټیز

لومړنۍ  كى لاس ته راوړو، دو ترمنځ اړیددې لپاره چى د مشتقنیولو او اینتیګرال نیول

 تابع كلمه په لاندې توگه تعریفوو: 

 

كى تعریف وي. هر یوه هلته  I دې په یوه واز اینتروال y = f ( x) : تابع)تعریف( ژندیپ

 f ( x ) د شرایط پوره كړي، F' ( x ) = f ( x )چى  تابع   F ( x)موجوده مشتقوړ 

 تابع  بلل كیږيیا لومړنی  –، ساده  -بنسټیز

 

 F ( x ) لپاره نه یواځي یو بنسټیز تابع  تابع   f ( x) په ساده توګه لیدل كیږي چى د یوې

)(,)(1,)(2موجود دۍ، د بیلګي  په توګه 2

2

2

1

2

0  xxFxxFxxF  تابع، بلکي

 په عمومي ډول

F ( x ) = x² + C  چې دا ټول مساوي مشتقونه ،  f ( x ) = 2x  لري.  
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لومړنۍتابع  پیدا كوي،   f ( x) د پورته ښوونو پایله، چى څنګه سړى  د یوه متمادي  تابع 

 ډول ده:  په لاندې

 

 جمله:

= f ( x )   y  په اینتروال دېI   كى متمادي تابع وي، نو د a  I لپاره


x

a

a dttfxF c ، یوه لومړنۍتابع ده، دټولو f ( x )د )()( I  . لپاره 

بڼه لري:     هره بله لومړنۍ) بنسټیزه(  تابع لاندې   f ( x)د 

( ) ( ) ,aF x F x C C R   

 

 ځواب :

 بنسټیز تابع ده. ددې د ښوولو لپاره f ( x)  د  Fa ( x  )ښایو چى        Fa ( x)  ښایو چى د 

لپاره په x  a  او x  I د مشتق   Fa ( x)شرایط باور لري. د لپاره  د پورته پېژند

 ډول ده.   لاندې

 

'

0

0

0

0

( ) ( )
( ) lim

1
lim ( ) ( )

1
lim ( )

1
lim ( ), ,

a a
a

h

x h x

h
a a

x h

h
a

h

F x h F x
F x

h

f t dt f t dt
h

f t dt
h

h f x x h
h
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 شته دى مخې داسې یوه  د لیمیټ منځ ارزښت جملې له)

))()()د متمادیت له امله   xff ) 

                                     = f(x)     

 

 سطحه او لومړنۍ تابع:
 سطحې تابع ته ترمخ راوړنه:  

 

xaxfد تابع 1)(   ګراف په کارتېزي

وضعیه سیستم ) پروت ولاړسیستم(  په 

 سرچینه کې یوه کرښه انځوروي.

 xې د ګراف او  یو تابع غواړو پیدا کړو، چ

په واکوالي یا تابعیت  0xمحور ترمنځ، د  -

 کې سطحه په ګوته کوي.

دا چې دا جوړه شوې سطحه یو مثلث دى، نو 

حل یې د مثلث د سطحې فرمول په مرسته 

2

hg
A


  :ساده پیدا کیږي 

 زموږ د مسألې لپاره متحوله داسې تغیروو:

01000 )(;;)( xaxfhxgxFA  

   

2

)(
)( 00

0

xfx
xF


          

)(010د    xaxf   سره په لاندې ډول

 دى:

2

0
1010

0
22

)( x
axax

xF 


 

)(ع تاب 0xF  د ګراف او دx -  0محور ترمنځ سطحه دx تشریح   په واکوالي)تابعیت( کې

  بولو. سطحې تابع کوي یا ښایي.  موږ دا تابع د

 :د سطحې پرابلم

هره له کږوکرښو رابنده سطحه په پای 

ډېرو پلونو)قدمونو(، چې په هغې کې فقط 

 یوه یوه کږه کرښه رامنځ ته کیږي.

کرښیزې دي. نورې ټولې رابندونې سیده 

هره یوه د سطحې برخه) د بېلګې په توګه 

( کېدی شي د وضعیه قیمتونو   2Aدلته  

سیستم کې د یوې سطحۍ په څېر انځور 

شي، چې د کږې کرښې او پروت محور 

 ترمنځ پرته وي.
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متمادي  f(x)که له کږوکرښو رابند ګراف د

وي، نو پوښتنه رامنځ ته کیږي، چې تابع 

ایا یو تابع شته چې د افقي)پروت( 

)0په سطحه 0xمحورارزښت )F x  تنظیم

 کړي، لکه  په پیلبېلګه کې؟

شتون ولري، او سطحه  Fتابع که داسې یو

0( )F x 0چې دx  افقي محورارزښت تنظیم

وي، نو باید د افقي) پروت( محور ارزښت 

)( 0 xx  په سطحه)( 0 xxF  باندې

 تنظیم کړای شي.

 

 
 په یوه څلورضلعي) مستطیل( کې د سطحې رابندول:

 

د 

منحني لاندې په نخښه شوې 

سطحه د رښتونې سطحې 

 څخه څه لویه ده

 
)( 0 xxF  

 ه.ریښتونې سطحه د

 
د منحني لاندې په نخښه شوې 

سطحه له ریښتونې سطحې څه 

 کوچنۍ ده.

 

(هرڅومره کوچني شي، په همغه یا ولاړکوډیز که د سطحې پټي ) یا کوچنې مستطیلونه

 اندازه د اصلې سطحي د مساحت  څخه یې توپیر کمیږي.

 دا اږودوالی د  ریاضیاتو له مخې  په لاندې توګه فرمول بندي کېدی شي:

xxxfxF  )()( 00 )( 0 xxF  xxfxF  )()( 00 

 

 دا مو دې لاندې نابرابرونونویا نامساواتو ته راهڅوي
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)(
)()(

)(

|:)()()()(

)(|)()()()()(

0
00

0

0000

000000

xxf
x

xFxxF
xf

xxxxfxFxxFxxf

xFxxxfxFxxFxxfxF











 

 

 :) پوله یې پیدا کوو(لیمیټ یې نیسو 

 

)()(')(

)()(')(

)(lim
)()(

lim)(lim

000

000

0
0

00

0
0

0

xfxFxf

xfxFxf

xxf
x

xfxxf
xf

xxx













 

')()(نو لرو:  00 xfxF  

 

)0مشتق  د کږې کرښې د تابع ارزښت  F(x)عنا، چې د سطحې  دا په دې م )f x    سره

 ځای کې برابر دۍ. 0xپه  

 موږ لیکو: 

)(
)(

)(' 0
0

0 xf
dx

xdF
xF       یا)(

)(
)(' xf

dx

xdF
xF  

 

تابع  f(x)پیداکړو چې مشتق یې د رابندې کږې  F(x)که موږ بریالي شو، داسې یو تابع 

 د سطحې تابع دی. F(x)وي، نو  

نو دا مشتق کول بولو. د یوې سطحې  که موږ یو تابع د لومړني تابع څخه رابیل کړو،

 تابع پیدا کول په روښانه توګه ددې کړنلارې برعکس دۍ. 

 

 سړی کړی شي فورمال ووایي:

د یوې سطحې مساحت تابع، چې پیداکړو، دا معنا لري چې ورګډول یا انتېګرالول یې  

 شمېرو.

شي، چې دا څنګه  دی یداکلګه د احساس له مخې یوه لار پییب د یوه  ساده توان تابع په

 ایتېګرالوي.

 

 توانتابع :
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  2133 33)(')( xxxfxxf   

په یو کمیږي او پوتنڅتابع د زاړه پوتنڅ سره مشتق په دې معنا چې: اکسپوننت 

 ضربیږي.

انتیګرالونه )زیاتونه یاورګډونه( په دې معنا چې: اکسپوننت په یو جګیږي اوپوتنڅتابع په 

 نوي اګسپوننت  وېشل کیږي.

 دا  همدا اوس ازمایو:

 

 پوتنڅتابع:

 
3122

12

3
)(3)( xxxFxxf 


 

  

 

له   f(x)ږي، ځکه چې بنسټتابع )لومړنۍ تابع یا ساده تابع( بلل کی  f(x)د  F(x)تابع 

F(x) .څخه لاس ته ارځي یا را پیداکیږي یا راځیږي 

 

 

 ناټاکلى انتیگرال      
 

 و به ګورو، چې نا ټاکلى انتیگرال د لومړنۍ تابع لپاره بل نوم دى.

  

وپېژنو،  نو د یوې  F(x)لومړنۍ تابع، یعنې  F(x)تابع    f(x)که دیوې ورکړ شوې

 cلاسته راوړو)    Gد ټولو لومړنیو  توابعو سټ   f(x)ه  د د ور جمع کولوسر  c ثابتې

 په خوښه یو حقیقي عدد دۍ(.

 لومړنۍ تابع ټاکنه یا اینتګرلونه هم بولو او ددې له پاره لیکو: F(x)تابع د  f(x)موږ د  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
dF

f x dF x f x dx F x dF x f x dx
dx

       

نو لرو :  xdxfxF )()( 

 دا تراوسه فورمال لیکندود وو. اوس دا  ژوند ته رابولو.

 موږ لومړنۍ توابع پلټو

 لګه:یب

 دی.  f(x) = 2xدې پیدا شي، چې مشتق یې    F(x)لومړنی تابع

dxxdxxfxFقاعده داسې ده    2)()( 
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 موږ ازمایو: 
2)( xxF  (2)(ځکه چې(' xfxxF  

     2)( 2  xxF(2)(ځکه چې(' xfxxF ټولیزه توګه باور لري:  . په

CxxF  ')(2)( ځکه چې په هرحالت کې لرو:  )(2 xfxxF   

 

دواړه توابع  په ثابت غړي کې یو له بل توپیر لري. دوی همغه مشتق لري، ځکه چي د 

 مشتق سره 

 هغه ثابت عدد له منځه ځي. له دې امله باید دې خپلې لار ته تغیر ورکړو.

قاعده)لار(: باور لري:   CxFxdxf )()( 

 رۍ(د لومړنیو توابعو سټ) ډې

 

لومړنی تابع  بلکې ناپای ډېر توابع   لپاره نه یواځې یو f(x)لګه ښایي، چې د تابع یب

د لومړنییو  f(x)شته، چې یواځې ثابت عدد کې یو له بل سره توپېر لري، چې دا د 

 توابعو سټ بولو.

 

 لګهیب

 وي. f(x) = 3x² + 2دې پیدا شي، چې د هغه مشتق    F(x)یو لومړنۍتابع   

CxxxF  2)( ')(23)(ه چې ، ځک 3 2 xfxxF  

د ټولو لومړنیو توابعو ډېرۍ  دې د منحنیو ډلې په څېر انځور شي، چې فقط ثابتو عددونو 

 کې یو له بل توپېر لري.

 

 ددې لپاره دې  د گرافونو لاندې دوه بېلګې وکتل شي.

CxxF  2)( 

 

CxxxF  2)( 3 
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----------------------------------------------------------------------------------     

 انتیگرالشمېرنه د مشتقشمېرنې برعکس دى.

لاندې توابع په اړونده توگه په ،، برعکس مشتقولو،، له لارې. موږ د مخه ځنې انتیگرال 

 قاعدې لوستلي.  

یپ او اصولو له لارې اجرا کیږي، خو یواځې لکه چې ومو لیدل دواړه تمرینونه د همغه ت

 لیکنه یې توپیر لري

 ې ته گوته نیسو.لدویم) لاتین( د سطحې د شمېرلو لپاره د مشتق او انتیگرال اصلي جم

 

 لګې  له لارې  د اصلي جملې په مرسته دا سې مخ  ته ځوید یوې ساده ب

ژني، چې د سطحې یشوى لیدونکى گوري  یا پ) چا چې ډېر کار کوی وي( تمرین 

لگه یرل کېداى شي.، ځکه چې په دې بیلگه کې بې له مطلق ارزښت شمیمساحت په دې ب

 محور پورته لور ته پرته ده . -xکې  سطحه د  

 لگي.یلپاره ب یا *پوره کیدنې  – د دې  درس تکمیل

 سره یوه سطحه x = 1او    x = -2محور او د کرښو - x.    ټول تام کسري  تابع  د  1

 رئ.یندوي یا راتړي. د سطحې مساحت وشمپوره راب

 

صفرځایونه   مساوات ورکړ شوي دي  )الف(   F(x)او    f(x). د دوه توابعو   2     

لومړنى تابع    f(x) د  F(x)گراف وکاږئ. ) ب(  وښایئ، چې        f(x) وشمېرئ او د

 رئ.یرابندې سطحې مساحت وشم محور څخه پوره -x او  f(x)دى. ) پ( د  

: 
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----------------------------------------------------------------------------------    

 

محور په درې ټکو کې غوڅوي او د هغې  -xمې  درجې تامراشنل تابع د   – ٤. د  3

 سره یوه سطحه مکمله رابندوي. د  سطحې مطلقه مساحت وښایئ.

   

ټکو  او همداسر نورو ټکو کې غوڅوي.  د   bاو aمحور د -مثلثاتي تابع  د    f(x). د  ٤

f(x)  اوx - محور تر منځ دx=a   ترx=b .په انتروال کې  د سطحې مساحت وشمېرئ 

 

کې غوڅوي. ) الف( د   Cاو   A, Bپه ټکو    g(x)او   f(x).  دوه تامراشنل توابع   5

څخه تر  x=aترمنځ له    g(x)او    f(x)شي حالت رسم کړئ. )ب( د سطحو مساحت د 

x=b .انتروال کې وشمېرئ 

 

تابع   g(x)او    f(x)مه څلورمه)ربع( کې تابع .  د وضعیه قېمتسیستم  په لومړئ او دوی 6

ټیک په دوه ټکو کې غوڅوي. )الف( غوڅټکي یې وښایاست او انځور یې وکاږئ. ) ب(  

  د دواړو گرافونو څخه کوم د سطحې مساحت رابندیږي.
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----------------------------------------------------------------------------------     

مساوات ورکړل شوي دي.  ) الف(  صفرځایونه یې    F(x)او    f(x). د دوه توابعو  7

 لومړى تابع دى.  f(x)د    F(x)گراف وکاږئ.  )ب( وښایئ، چې     f(x)وشمېرئ او د  

له گراف د وضعیه سیستم  له محورونو    f(x))پ(  د سطحې مساحت وشمېرئ، چې د 

 خخه رابنده وي.  x=4او د کرښې 

 

محور ،  کرښې او   کرښې سره په دریمه څلورمه)ربع( یوه -ع  د  . کسري راشنل تاب 8

 سطحه رابندوي.

 عدد وښایئ. د دې کچ

  

 حلونه.
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۲ - 

 

۲  .۱ – 
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۲ : ۲ –  

 

 

 

۲ : ۳   
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۲  .٤ – 
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۲  .٥ – 

 

 

 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 
   

                                                        رنید انتیګرالشم                     ۸۰۸         

----------------------------------------------------------------------------------     

 

۲  .٦ – 
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۲  .۷ – 
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 د سطحې واحد) یوون( په معنادی  FE  په پورته کې

۲  .۸ _ 
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----------------------------------------------------------------------------------    

 

 د سطحې واحد) یوون( په معنادی  FEپه پورته کې  

 لګه: یب

 مشتقوړ تابع: (دونکىیپرېکنامتمادي ) مشتقوړ مگر 

 لرو:  

 لپاره  د   

 ه لپار د

 

 

لپاره ، له امله    د    نو   

لرو:    دى.  او د  مشتق

 fناشته دى. تابع  ، جېرې چې  

 له دې امله مشتقوړ دى مگر نه ناپرېکېدونکۍ)متمادي( مشتقوړ.
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----------------------------------------------------------------------------------     
 

 رنهید ټاکلي انتیگرال شم

ټاکلى انتیگرال همغه د ریمن انتیگرال دى، 

محور  xچې یوه  د تابع د گراف او  

) پسې غزېدلی دی، ريیترمنځ سطحه شم

 .خو تکرار د زده کړې مور ده(

 

 

 ټاکلى انتیگرال:

) یقي تابع وي، نو د ټاکل انتیگرالیو حق  fکه  )

b

a

f x dx  لوستل: د () x(f  انتیگرال د

باندې له     f(x)حدونو ترمنځ یا انتیگرال په  b او aپا د   bتر پولې)حد(   aپولې)حد(  

a  ترb  لاندې یوه لوریزه سطحه پوهیږو د )f  گراف لاندې دa  اوb    .تر  منځ 

G    دې  په بند انتروالb <x  <a   ې د  کg(x)  لومړنى انتیگرال وي، د


x

a

dttfxg )()(باور لري:  سره، نو  )()( bGdttf

t

a

     

 + G(x) = F(x)توپیر شته، نو     C تر منځ یو ثابت Gاو  Fدا چې د دوه لومړنیو توابعو  

C  د     .باور لريx=b      :لپاره لاسته راوړوG(b) = F(b) + C  

)دا  چې   ) ( ) 0

a

a

G x f t dt   دى اوG(a)=F(a)+ C   دى، نوF(a) -=  C .ده 
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 ۸١۳                                             رنید انتیګرالشم                              

----------------------------------------------------------------------------------      

)()()(همداسې   F(a) –G(b) = F(b)دا په دې معنا، چې     aFbFdttf

b

a

 . 

)()()(څخه  وروسته   لاس ته راوړود  متحولې د  نوم بدلون  aFbFdxxf

b

a

      

 له دې سره مو د مشتق او انتیگرال جمله لاس ته راوړه 

 او انتیگرالشمېرنې بنسټیزه جمله بلل کیږي:  -یا دا وینا د مشتق 

لومړنۍ تابع ده، نو  fد   Fکې  متمادي تابع ده او    b <x  <aپه انتروال    f  تعریف: 

 ټاکلى انتیگرال دى :      

        

b

a

b

a aFbFxFdxxf ).()()([)( 

لپاره زیات وخت    F(a)  –F(b)د  b
axF  په دې توگه دى .لیکو  )(

 b
a

b

a

xFdxxf )()(  

له دې سره مو د ټاکي انتیگرال شمېرنه په لومړني انتیگرال بېرته واړوله او د  مشتق او 

 انتیگرال تر منځ مو اړیکې رامح ته کې.

 لگې:یب
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----------------------------------------------------------------------------------                 
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 د ټاکلو انتیگرالونو لپاره لاندې جملې رښتیا دي:








b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf

dxxfkdxxfk

)()()()([

)()(

 

 

 تکمیلیدونکي بنسټونه:

. له دې امله کولي شو د له منځه ځيc له امله  د انتگرالونې ثابته   F(b) – F(a)د    

 ولیکو.  c=0انتیگرال ثابتي ټاکلو لپاره    

  :لگهیب

: د ټاکلي انتیگرال  

0,5

cos xdx









 .ارزښت و ټاکۍ 

 ښوونه: موږ  په دا لاندې ډول ښایو:  

  101)sin(
2

sinsincos
5.0

5.0

 





 








xdxx 

. 
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یادونه : دا چې په دې برخه کې یواځې د ټاکلي انتیگرال ارزښت غوښتل شوي دى او نه  

 د یوې  منحني لاندې سطحه، نو باید نه دۍ چې صفرځایونه په پام کې ونیول شي.

 رال تابع ده او ټاکلى انتیگرال یو عدد.عوره یادونه: دادې په یاد وي، چې ناټاکلى انتیگ

 

 د ناټکلي انتیګرال څخه و ټاکلي انتیګرال ته

 ترمخ راوړنه یا وړاندراوړنه

منځ ته راوړی شو، نو   F(x)ته لومړنۍ تابع   f(x)موږ ولیدل، چې څنګه یو تابع  

یو  له  امله  ناپای ډېر لومړني توابع شته دۍ، چې فقط د یوې ورجمع کوونکې ثابتې 

 له بل توپیر لري.

)(23لرو: تابع  2  xxf   او  د دې د لومړنیو توابعو سټCxxxf  2)( 3
 

ته  ،،ناټاکلی انتیګرال ،، بلل  f(x)پېژند : د ټولو لومړنیو توابعو  سټ  و یوې تابع   

کیږي او ددې له پاره لیکو:   CxFdxxf )()( 

او انتیګرالشمېرنې  ترمنځ اړیکې کېدی شي د لاندې جملې له لارې لاس ته  -د مشتق

 ي.راش

 جمله)قضیه( : د ناټاکلی انتیګرالشمېرنه  د مشتقشمېرنې برعکس انځوروي 

 
 

( )
( ) ' ( )

d f x C
F x C f x

dx


   

 

تر منځ سطحه دې و ټاکل شي. زموږ په    [ a ; b ]تابع د گراف لاندې او د انتروال د 

 دې پرابلم موږ تر اوسه لاس ته راوړې  زده کړې  کاروو.
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----------------------------------------------------------------------------------   

 

 

 د یوې سطحې تابع  شتون  مو فکر دې لاندې  پوهنې  )زده کړې(  ته لارښوده وي:

ځاى   0xتابع گراف لاندې ده  تر  f(x)د یوې سطحې، چې  د یوې په پام کې نیولې 

تابع  د تابع ارزښت  fځاي د   0xتابع مشتق د   F(x)تابع، چې د  F'(x)پورې   او یوې 

)په ځاي کې برابر وي، ترمنځ  اړیکې شته دى، یعنې  0xسره  د   ) ( )F x f x  

     
 

څخه په  پیداکول د تابع د گراف سطحو د کمښت  حدونو ترمنځ  سطحې [a,b]د انتروال   

 ځاي کې .، یعنې     a   (A(a))ه   او سطحې پ b  (A(b))ځاي  

 A= A(b) – A(a)په همدې توگه  F= F(b) – F(a) .لاس ته راځي 
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----------------------------------------------------------------------------------  
 کې د تابعگراف لاندې سطحه د لومړنیو توابعو تفریق دى:   [a,b]په انتروال  



b

a

dxxFaFbFA )(:)()( 

 دا انتیګرال ټاکلى انتیګرال هم بلل کیږي.

 

 جمله : 

دا تر اوسه لاس ته راوړو معلوماتو په بنسټ کړى شو، چې په پیل بېلگه کې  راوړې 

 د چمن سطحه وشمېرو.

 

ي.  په عمل کې د دې  مسآلې  د حل لپاره یوه بله لار گتوره ثابته له تفریق سره لرې کیږ

 راوستلې یا گټوره ښوولې:
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 د انتیګرالونې قاعدۍ

 د ناټاكلي ایتیګرال انتیګرالونې قاعدې اینتیګریشن قاعدوكي د اینتیګریشن ثابته   : په لاندې

 باندې  صرف نظر كیږي پورې مساوات دى ،  C شوې ثابتې دلته مساوات تر یوې ورجمع

 په دې معنا چې دمساواتو تر منځ یواځې یوه ثابته كیدى شي زیاته یا كمه وي. دا قاعده 
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----------------------------------------------------------------------------------   

كیدى شي چى  په ټاکلې انتیگرال کې ښوولې جملى سره سم  ټاكلي ایتیګرال ته نقل شي 

یعني په ټاكلي ایتیګرال استعمال شي . دا قاعدې كیدى شي چى د تېرو  درسونو سره سم 

  .د دواړو خواو د مشتق نیولو سره وښول شي

 :  جمله

په یوه اینتروال كى  متمادي وي ، نو لاندې  f ( x ) ه تابعك :ثابتي سره ضرب  د یوې

 باور لري:

( ) ( ) ,a f x dx a f x dx a R    

  د  جمعې ) تفریق( قاعده كه:   جمله  1f  x  او  2f  x  په یوه ایتروال كى نه

 پرېكېدونكي وي ، نو باور لري

1 2 1 2( ( ) ( )) ( ) ( )f x f x dx f x dx f x dx                  

 : بیلگې

یره بدلون لاندې ایتیګرالونه كیدى شي چى د  مخ ته تېرو جملو  په استعمالیدو او ساده څ

 بیرته په بنسټیزو اینتیګرالونو بدلكړاى شي

CxxxxCxx

dxxdxxdx
x

x
dx
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x
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Cxxxdxxdxdxxdxxxb
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x
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----------------------------------------------------------------------------------   

 د اکسپوننشل توابعو انتیګرالونه

 بنسټ :

xexfد طبیعي اکسپوننشل تابع   )(    :لپاره لروCedxeaIRa xx  
 )1,( 

Cلپاره  لرو:   xaد ټولیز اکسپوننشل تابع 
a

a
dxa

x
x  ln

 

 لګه   :یب

  دا ناټاکلی اکسپوننشل تابع
 dxx  غواړو پیداکړو 32

xبڼه بدون:د توان قانون سره سم لرو         
x

x 2
8

1

2

2
2

3

3  

د فاکتورونې قانون سره سم لرو:    dxdx xx 2
8

1
2

8

1
 

cccdxانتیګرال یې ونیسئ: 
xxx

x 





 2ln

2

2ln8

2

2ln

2

8

1
2

8

1 3

 

 

 عو انتیګرالونهد لوګاریتمي تواب

 بنسټ: 

)(ln)(د طبیعي لوګاریتم تابع   IRxxxf  لپاره  cxxxxdx lnln  . دۍ 

)د ټولیز لوګاریتم  تابع ) log , , 1)af x x a IR a   

لپاره
ln

log
ln

a

x x x
xdx c

a

 
  .دۍ 
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----------------------------------------------------------------------------------   

 لګه :  یب

ناټکلی انتیګرال  xdx3ln :غواړو پیدا کړو 

 بڼه بدلون او د فاکتور قاعدې استعمال:

ln 3 (ln 3 ln ) ln 3 ln ln 3 ln

ln 3 (ln 3 ln 1)

xdx x dx dx xdx x x x x c

xdx x x c

         

    

   


 

 په یوه جدول کې بنسټیز  اینتیګرالونه

د اینتیګرالولو  او مشتق نیول د اړیكو په بنسټ كیدى شي چى د بنسټیزو اینتیګرالونو یو  

و توابعوبرعكس څرګندیږي. جدول كى راوړل شوو بنسټیزمشتق جدول ترتیب شي. دا په 

  

 

  نیونه یا فرضیه  dx)x(f)x(f )x(f  Nr.  

 1\Zn  
Cx

1n

1 1n 


 
nx 1 

0x  Cxln  
x

1
 2 

  0x,1\Ra  
Cx

1a

1 1a 


 
ax 3 

1a,0a  
Ca

aln

1 x  
xa 4 

 Cex  xe 5 
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 Cxcos  xsin 6 

 Cxsin  xcos 7 

Zn,nx  Cxcot  
xsin

1
2

 8 

Zn,n
2

x 


 Cxtan  
xcos

1
2

 9 

 :  بیلګه

ساده ډول په بنسټیز  ایتیګرالونه په لاندې د جدول او  تېرو جملو څخه په ګټه لاندې

                                         توابعو بدلیدلى شي       . 

5 4

5

1
1 12
2 2

1
1 3 1 1 33

3 2 2 3 2 2

1 1
) ,...............................1,
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) 2 2 ( 0), .................3,

2
) ( 0), ...........3,
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sin2
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2sin

a dx x dx x C
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x x
b dx dx x dx x C x C x

x x

c x x dx x x dx x dx x dx x C x

x
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2sin cos
cos sin , ....................(4,21) 6,

2sin

sin cos 1
) tan ( ), (4,11) 9,

cos cos 2

1
) (1 cot ) cot ( ) (4,12) 8,

sin

x x
dx dx x dx x C

x

x x
e dx dx x C x n

x x

f x dx dx x C x n
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3 2

0

0 1

1

(1 ) (1 ) 1
) ln ( 1, 0), .2,

(1 )

0 1
) 1 , .....................5

1 2

x x

x x x dx
g dx dx x C x x Nr

x x x x x

h e dx e e e 



  
      

 

    


  



 

 

 Substitutionlaw  بدلون قانون 
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                                                       رنید انتیګرالشم                     ۸۲۲         

----------------------------------------------------------------------------------   
راوسه پورې مو فقط انتیګرالونه او جملې حل کړې، چې  د  لومړنیو توابعو په انتیګرال ت

اړول کېدل. له دې لاس ته راغلو لومړنیو انتېګرالونو د نورو انتېګرالولو حل جملې 

لاس ته راځي. د لومړنۍ انتېګرالونې سیده   استعمال تل ساده نه دى، لکه چې په لاندې 

 کې به ولیدل شي.

 

 : له جم

)  لاتین :د Substitutionد ،،بدلون ) قاعده (،،  )  ( ))f g x  یوه ارزښت په ځاي د

 = u  چى له مخې، فرضیونیونو یا  همغه ارزښت بله لویه ایښوول ، لنډ: بدلون (   د 

g ( x)  متمادي او مشتقوړدۍ اونه برېکېدونکی یاy = f ( u)       :متمادي، نو باور لري

   duuffdxxgxgf   )()(')( 

 

 شتق  د تېرو درسونو په بنسټ په لاندې ډول دى:حل :  د ښي اړخ م 

           ,)()()()()(   xgxgfuuf
dx

du
duuf

du

d
duuf

dx

d
 

   دا د كیڼ اړخ د مشتق سره سر خوري.  قاعده  د  ضرب  انتیګرالېدو  لپاره مساعده ده، 

  (وي او دا بل فاكتور f [ g ( x ) ]  په كوم كى چى یو فاكتور زنځیري  تابع     ضریب( یى د 

سړى د دننه تابع لپاره په دې توگه متحولې بدلوي یا ځاي  وي.    g ' ( x ) دننه تابع مشتق

  u = g ( x) : په ځاي كوي

')(مشتق  xG
dx

du
 ډول په همدې  جوړويdu = g ' ( x ) dx    

 د بریالي انتیګرالېدو وروسته  بدلون  بیرته راګرځول كیږي.

  a : بیلګه 

  لرو :   dxxI )12cos(2.د دې اتنیگرال وشمېرئ . 
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----------------------------------------------------------------------------------   

u1x2بدلون یا په ځاى كونه:     

dxduمشتق   /2     همداسىdudx2   

  CxCuduuI )12sin(sincos 

    I = 3 cos(2x + 1)dxلرو      b :بیلګه

   dx = (1/2) du     ىهمداس du / dx =2   مشتق    , 2x = u-1بدلوو :

   CxduuduuI )12sin(
2

3
cos

2

3

2

1
cos3 

سره تل اینتیګرال  د بدلونو قاعدې تابع د لایني دننه تابع سره   ومولیدل چى ځنځیري

كیدى شي، ځكه چى د لایني تابع مشتق ثابت ده  او ثابت فاكتور د  تېرې جملى  سره سم 

  .د اینتیګرال تر مخ) موخه كیڼ لور ده( لیكل كیږي

3لرو      بیلګه:  5I x dx    

u5x3  بدلون:    

dudxdxduرا بیلیدنه:   3/1/3  

1 3

32 2

2 3

1 1 1 2 2
( 3 5) .

3 3 3 3 9

1
) .

2

1
2 3 , 2 ,

2

x

I u du u du u C x C

b I e dx

du
x u dx du
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----------------------------------------------------------------------------------  

dudx
dx

du
ux

x

dx
Ic




 

1,2

.
2

2
)

 

   .2ln2ln22
2

CxCu
u

du

u

du
I 

یا مټ  یواځي په جګ  x ) متحولې  ۱.  ۲۱جدول (  ۱۱او  ۱۰د بنسټیزو اینتیګرالو سره 

 په ځاي لایني ترم x2 امله داسى اینتیګرال،  كومو كى چى د د دوه منخ ته راځي. له دې

)Term ( پروت دى، كیدى شي چى د لایني بدلولو له لارې په بنسټیز او  ۱۰اینتیګرالو  

بیرته واړول شي. ډیروخت یو د فورم بدلون ته هم اړتیاموجود وي، چى د اینتیګراند  ۱۱

  .وفورم ته راش  

 :5.2بیلګه 
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x369
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.C)x2tan(Arc
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CutanArc
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-------------------------------------------------------------------------------- 

.C)x2sin(Arc
6

1
CusinArc

6

1

u1

du

2

1

3

1
I

du
2

1
dx

dx

du
2,ux2

2








 

ند دوم فاكتور) تر ، كه دننه تابع خطي یا لایني نه وي، نو د اینتیګرا اینتیګریشن قاعدې

له لارې (  ۱۳.  ۲ثابت فاكتور پورې( د دننى تابع د لومړي فاكتور مشتق وي، چى د ) 

سړى بنسټیز اینتیګرال ته راشي. دلته هم سړى بیا دنننى تابع په نوې  متحولې یا 

  .واریابلى بدلوي

 : الف:6.21بیلګه 

    24 1I x x dx   

u1x2بدلون:د     مشتقdx/dux2    :دی ،همداسې لروdu
2

1xdx   

1 3/2 2 3214 2 2 2/3 4/3 ( 1)2I u du u du u C x C          

3sinب(             cosI x x dx       

uxsinبدلون:    را بیل شويdx/duxcos   همداسېdxxcos  

3 4 4

2

2 3 3

1 2
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1 1
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1
) ln
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3 3

) tan .
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tan , . sin ,

cos cos

cos , sin sin ,

1
ln ln cos .
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I u du u C

c I x dx
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x u dx du

x dx x

I u du u C x C

d I x dx
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x d h I x dx
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x u x x dx du
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e I dx
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----------------------------------------------------------------------------------   

3 4 4
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2 3 3

1 2
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1 1
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1
) ln
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ln , : ,
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3 3

) tan .
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tan , . sin ,

cos cos

cos , sin sin ,

1
ln ln cos .
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I u du u C

c I x dx
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x u dx du

x dx x

I u du u C x C

d I x dx

x
x d h I x dx

x x
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x u x x dx du
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I du u C x C
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x
e I dx
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                  ,du
3

1
dxx

dx

du
x3,ux2 223  

.2ln
3

2
)2ln1(ln

3

2

0

1
x2ln

3

2

0

1
uln

3

2

u

du2

3

1
I 3

1

0

  

  .دې په چپه ( یعني د ښى  وكیڼ) لور هم استعمال شي)   ۱۳.  ۲۱عده ( د بدلونقا۲۱

 ( په  یو مناسب بلواك   x  كیدى شي چى په بل واړول شي چى       f ( x ) dx   اینتیګرال

g ( t بدل شي:        f ( x ) dx =     f [g(t)]. g(t)dt.                     ( 21 . 14 )  دا 

ساده   دلته داسي وپوهیدى شي چى سړى د بدلون وروسته یو بلواك دې »مناسب« افاده 

استعمال په قاعده كى داسى )  ۱۴.  ۲۱او ممكن یو بنسټیز اینتیګرال لاس ته راوړي. د ( 

په بدلون    t = h ( x ( د  h ( x(  ترم» پیچلى « كى موجود  x ) f ( دى چى په یوه بلواك

 په لوریى حلوي x كن وي ) دله منځ څخه وړي او بیا ( كه مم     

   1( ) ( )x g t h t  

 : الف: 7.21بیلګه 

                        



1x

dx
I)a:  

:dt)1t(2dx,)1t(x;x,t1x 2  
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----------------------------------------------------------------------------------   

C1xln2)1x(2C)tlnt(2dt
t

1
dt12dt

t

)1t(2
I 











    

 ب تابع ، چې ورکړ شوی اینتګرال د دوه ایتکرالو جمعې ته بیایي، دلته  مناس

    x= g(t) = (t+1)² .وو 

.xcosxtanxcos
xcos

xsin
xcosxsin

.
xcosxsin

dx
I)b

443

3



 
 

 نو لرو:

,dtdx
xcos

1
,txtan

,dx
xtan

1

xcos

1

xcosxtan

dx
I

2

24



  
 

.Cxtan2Ct2dttdt
t

1
I 2

1

2

1

  


    

 

 توابع، چې بې د بدلون له لارې حل کیږي لکه لاندې بلګه:
 

 لګه:یب

)عواړو د    ) xf x e :مشتق بیدا کړو. دا مشتق په ساده ډول پیدا کولي شو، یعنې لرو 

( ) ( ) ( )x x xf x e F x f x dx e dx e C       

')()(ګورو، چې  xfexF x   .دى 
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----------------------------------------------------------------------------------   

xexfکه  ولرو:  2)( :او د پورته په څېر لاړ شو، نو لاس ته به ترې راشي 
2 2 2( ) ( ) ( )x x xf x e F x f x dx e dx e C       

)(2)(' 2 xfexF x   دى، کهCexF x   وي  )(2

 :له دې امله   د بدلون قانون ته اړیو 

 

 لګه: یب

د 
xexf 2)(  تابع انتیګرال ونیسۍ 

 
2 2( ) ( ) ( ) ?x xf x e F x f x dx e dx      

uxxuبدلون :   2)( 

جوړ کړئ: 
2

2)('
du

dx
dx

du
xu  

Cedue
du

edxxf uuu   2

1

2

1

2
)( 

CeCeد بدلون برعکس:   xu  2

2

1

2

1
       

نو لرو:  
2 21

( ) ( )
2

x xF x x dx e dx e C     

   ازمایښت:

 

 لګه :یب

وښایۍ چې باور   

لري.
2 2( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1)f x x F x f x dx x dx      . 

uxxuبدلون   1)( 

 جوړ کړۍ
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Cبدلون:  یا په څټ -رتهیب
x

C
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3

)1(

3

33

 

نو:  


 C
x

dxxdxx
3

)1(
)1()(

2
2

  

 

 لګه :یب

و ښایي چې باور لري: 
3 3( ) (3 6) ( ) ( ) (3 6)f x x F x f x dx x dx       

uxxu بدلون:  63)(  

 جوړوو:
3

3)('
du

dx
dx

du
xu   

    C
u

duu
du

udxxf
123

1

3
)(

4
33

 

Cx بېرته بدلون: 
u

 4
4

)63(
12

 

 نو لرو:   Cxdxxdxx 43 )63(
12

1
)63()(  

 

 لګه :یب 

  

 بدلون :

 جوړوو:
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----------------------------------------------------------------------------------   

 

 بدلون:بېرته 

 نو لرو: 

 

 :د ټاکلو انتیګرالونو حل د بدلون له لارې
                                                              

 

 ټاکلي انتیګرالونه هم د بدلون له لارې حل کیږي.

 

 لګه :یب

وښاياست:






1

1

22 )()( dxexFexf xx
 

 د انتیګرال حل د بدلون له لارې:

xxuبدلون  – ١ 2)(     

 په ځای کېږدۍ  dxد   – ٢

dudx
dx

du
xu

2

1
2)('  

 د پولو بدلون – ۳

)1(2لاندې پوله  - u   

)1(2پورته پوله  - u  

 په انتیکرال کې ځا په ځای کړۍ - ۴

    627.3
2

1

2

1

2

1 22

2

2

2

2  



 eeedue uu
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----------------------------------------------------------------------------------   

 لګه : یب
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 د انتیګرال حل د بدلون له لارې
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----------------------------------------------------------------------------------   

 لګه :یب

 له پاره  x < 2د 

  له پاره    x< 2د

 

 

  Partialy Integrationټوټه انتیګرالونه 
 

هم بلل کیږي، په انتیګرالشمېرنه کې د لومړنیو  ټوټه انتیګرالونه، چې ضرب انتیګرالونه 

ي د مشتقشمېرنې د برعکسکونۍ لو یا شمېرلو لپاره امکان دۍ.  دا کېدى شتوابعو ټاک

 ر  وګڼل شي.یپه څ

  

. 
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----------------------------------------------------------------------------------   

ي، چې د متمادي ) نه پرېکېدونکي( ل کیږد ټوټه انتیګرالونې له پاره لاندې قانون کارو

 له پاره باور لري.:    gاو  fتوابعو 

 

 ته راځي. ځسره یو ساده تابع من نیولومشتق  f دا قانون ټیک هلته گټور دۍ، که د

 پیل

 

 رو:د  ضرب قانون ) د ضرب مشتقنیونې( څخه ل

 

 

 

 له دې  څخه لاس ته راځي:

 

 

 

 په دې پسې د ټاکلي انتیګرال لپاره باور لري:

 

 

 یا همدغسې، لکه په زیاتو ریاضي کتابونو کې چې پیداکیږي.

 

 

د دې مخ ته حدونو لپاره  گتور دۍ، چۍ لومړۍ ځان په ناټاکلي انتیگرال محدود کړو، چې 

 ندوي،  ازاد یو. دا نا اړینو حدونو څخه چې لید مو راب
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                                            رنید انتیګرالشم                     ۸۳۴         

----------------------------------------------------------------------------------   

 لگه:یب

 رو.یملگې په توگه لاندۍ انتیگرال شیب د

 

لټوو.   f(x)او همداسۍ یو ساده مستقکېدونکي تابع    g'(x)دونکې تابع یلایو ساده انتیگر

انتیگرالونه  نوې   ln(x)، ځکه چې  د   او    نیسو چې  

ln(x)  مشتق نیسو(مشتق کوو( او   انتیگرالوو، نو لرو:    راکوي.  اوس  د 

 .او   

 له دې څخه اوس دالاندې فرمول لاس ته راځي:

 

 

 بدیل لیکبڼه:

لومړني توابع وي ، او   Vاو  uدې  د   Vاو   Uپه خوښه  توابع وي. vاو  uاوس دۍ  

 .مشتقونه وي  vاو  uد ’vاو  ’uهمداسې دې   

u       مشتق نیولو له پاره لومړیتوب لري،  تابع ده، چې دv  تابع ده چې  د انتیگرالونې له

 پاره  لومړیتوپ لري. نو باورلري:

 

 

 د ټوټه انتیگرالونې  لار) طریقه(
 

 د ټوټه انتیګرالونې گټور استعمال له پاره مختلف معیاري چلول شته.

 

ټوته انتیگرال د څو کله کله  کېدى شي گټور وي، جى  د مساوات ښۍ لور ته    لگه :یب

واره انتیگرالونې  وروسته بېرته راوگرځي،  چې د په ورته بڼه د  اصلي یا پخواني کیڼ 

 لور انتیگرال سره یوځاى کولى شي. 
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----------------------------------------------------------------------------------   

 

 ، نو ترې لرو:  g'(x) = sin(x)او   f(x) = cos(x)که کېږدو 

 

 او

 او لاس ته ترې راځي

 

 که دواړو لورو ته وتون انتیگرال ورزیات کړو، نو راکوي:

 

 ځي:ووېشل شي،  نو بالاخره لاس ته ترې را  2که واړه لورې په 

 + C 

 

 : ٢لگه یب

له پاره یو ترم وټاکو    g'(x)د ځنو انتیگرالونو سره داسې لاس ته راوړنه لرو، چې: که د 

چې په انتیگرالونې کۍ هیڅ یا کو تغیر خوري، لکه د بېلگې په توګه اکسپوننشل تابع او یا 

 مثلثاتي توابع. نو کېدۍ شي دا بل ترم ،،له منځه یووړل شي،،.

 

له پاره، د انتیگرال لاندۍ ترم ، نو ترۍ لاس   f(x) کېږدو او د  g'(x) = ex  که هر ځل

 ته راځي:

. 

. 
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                                                  رنید انتیګرالشم                      ۸۳۶        

----------------------------------------------------------------------------------   

 

 : ۳لگه یب    

که تر انتیگرال لاندې  فقط یو ترم ولرو، چې د هغه لومړنۍ تابع بې له جدول ارزښت 

ږي)نه پایول کیږي()نه ختمیږي( کېدى شي کله کله د ورزیاتونې له څخه پاي ته نه رسی

 ټوټه انتیگرال شي.  "1"لارې)ناڅرگند شته( ضریب 

 

 س ته ترې راوړى شوکیږدو، نو لا او   که  

. 

 موږ د دې  لاندې  انتیګرال نیسو:        جمله : 

 du = dx، نو لرو :   u = xږدو   
 لرو    v = sin(x)، نو      dv = cos(x) dx   ږدو  

 په لاندې توګه مخ ته څو:

 

 
. 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

  

 ۸۳۷                                      رنید انتیګرالشم                              

----------------------------------------------------------------------------------  

 

C  د انتیګرالونې  یوه په خوښه ثابته ده 

 د ټوټه انتیګرالونې  د استعمال سره د انتیګرالونو  لکه

 او      

 حل شي:  رمدې لاهده شي په یک

 دې ده :لګه دا لانبییوه په زړه پورې 

 

 که په پوره  سختوالي ونیسو، نو په ورسره بلده لار  اړین نه دۍ، چې دا دې حل ولري.

 دا بېلګه  د دوه واره ټوټه انتیګرالونې  استعمال  له لارې  حل کولی شو.  

 du = −sin(x) dx داسې چې   u = cos(x)لومړی :    

dx x= e dv          داسې جېx= e v 

 نو  لرو  : 

 

اوس ، ددې له پاره چې پاتې انتیګرال حل شي، نو د ټوټه انتیګرالونې قاعده بیا استعمالوو 

 ، د دې لاندې سره :

u = sin(x); du = cos(x) dx 

dx x= e dv; x= e v 
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                                          رنید انتیګرالشم                        ۸۳۸      

----------------------------------------------------------------------------------  

 نو لرو : 

  

 که دا سره یوځای کړو، نو لاس ته زاڅي:

 

که فکر وکړو، نو پورته  مساوات  دواړو لورو ته  همغه انتیګرال لرو)بې له مخ نخښې(، 

 اڅي:نو  د ښي لور انتیګرال که کیڼ لور ته یوسو ، لاس ته ترې ر

 

 

C  د انتیګرالونې  یوه په خوښه ثابته ده 

 

 د  ټوټه   راشنل کسرونو انتیګرال

 

د      

2

3 2

2
( )

4 4

x x
f x

x x x




 
 انتیگرال نیول    

         

 

 نیول ترواسه ورسره بلده لار شونى دى، که څنگه؟

 

 لګه : یب

    
سره د کرښیزو   x2 = -4او    x1 = -2په مخرج کې مربع تابع د خپل صفرڅایونو 

 په ضریبونو تجزیه کیږي:   توابعو

=  
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----------------------------------------------------------------------------------    

 د ټوټه کسرونو ټوټه ونې له پاره لاندې  پیل کوو:

= +  

 

 د جمعې له پاره  په اصلي مخرج  ورغزیږي او لاس ته ترې راڅي:

 

= =  

 

  (A+B)له مخه یعنې کیڼ لور  ته    xد ضریبونو د پرتلې ځخه لاس ته راڅي، چې د   

 افاده  باید پرته وي

 7x-12 = (A+B)xورکوي ) وتون مساوات وګورۍ( :     - ١٢، چې  (4A-2B-)او  

(-4A-2B) 

 خه لاندې مساواتسیستم لاس ته راڅي:له دې ځ

7= A+ B 

-12=-4A-2B 
 A= (7-B) پسې :        Bاو    A بدلون یې د

 

-12=-4(7-B)-2B 

-12=-28 +4B -2B |+28 

+16= 2B 

 

B=8 

1-8)= -= (7A 

 لیکلی شو : 

 

= = 

.  دا چې طبیعي لوګایتم  فقط له         لومړني تابع جوړه کړۍ:

 ل کیږي، نو یواڅې ازښتونه نیسو.مثبت اعدادو شمېر

. 
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----------------------------------------------------------------------------------   

= -1 ln |x-2| +8 ln |x-4| +c 

 

اشنل توابع باید لومړی په پول راشنل تابع او اصلي مات راشنلمبع  ټږټه شي.  نا اصلي ماتر

 دا د ټوټه کسرونو ټوټه کوونې له لارې کیږي یا صورت نیسي.

 بیلګه : 

     
کې  په کښیزو   x2 = +3او     x1 = -2په مخرجکې مربع تابع په  صفرڅایونو 

 فاکتورونو تحزیه کیږي :

=  

  وټه کونې له پاره  اصلي مخرج غزوو او بیا یې ضربوو :د ټوټه کسرونو ټ

= +  

 د جمعې له پاره  په اصلي مخرج غزیږي او بیا سره ضریږي: 

= =  

افادې   (A+B)ترمخه یعنې کیڼ لور ته  له    xد ضریبونو پرتلې کونې له امله،  چې د 

) وتونمساوات وګورۍ( :   ١٢او یا ورته    (3A-2B+)ځخه   باید  اوه  لاس ته راشي او

-5x+9 = (A+B)x (+3A-2B) 
  لاندې مساواتسیستم لاس ته راڅي:

-5= A+ B 

9= 3A-2B 
 پسې یې حل کړۍ:    Bاو   Aد  

9= 3(-5-B)-2B 

9=-15 -3B -2B |+15 

24=-5B |:(-5) 

 

4.8-B= 

0.2-5+4.8)= -A= ( 

 

 نو لیکلی شو : 
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dx

x
dx

x
dx

xx

x
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2.0
[]

)6(

)95(
[

2
 

 لومړی تابع جوړ کړۍ : 

2

1
)(ln)(  xfxxF 

دا چې طبیعي لوګاریتم فقط له طبیعي اعدادو شمېرل کېدی شي، نو فقط مطلقه ارزښتونه 

 نیسو.

Cxxdx
xx

x





 |3|ln8.4|2|ln2.0]

)6(

)95(
[

2
 

 

 انتیګرال هوم()مبناپاي
 

تعریف :  که په یوه ټاکلي انتیګرال کې لږ تر لږه یو حد  د مثبت یا منفي ناپاي لور ته 

لاړشي  یا د انتیګرال ساحه ناپاي ځاي ته و غزول شو، نو دلته د ناپاي انتیګرال څخه 

 غږیږو. په یوه مناسب ډول  ناپا انتیګرال د عادي انتگیگرال  د حد په څېر تعرفیږي.

دې توګه په زړه پورې  پوهېدنې لاس ته راځي د بېلګې په توگه، چې څنگه د منفي  په

تواند پوتنڅ د ګراف لاندې  ناپاي ته رسېدونکې په زړه پورې  سطحې. نو باور لري   

2

1

1x dx



   او
11

2

0

2x dx


    

هم  او  د دې معکوس انتیګارلونه 

1

1

x dx





  او 

  
1

1

0

x dx

   ناپاي ته ځې یا له ټولو

 حدونو اوړي 

      ر ځي..یعنې د ناپاى په لو

  

کې ټوله سطحه و   محور ترمنځ دې په انتروال  -xګراف او     د  

 رل شي، یعنې   یشم

. 
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---------------------------------------------------------------------------------   

 
 تراوسه د یوه ټاکلي انتیګرال د پورته  همداسې کښته) لاندې( پولې عددونه وو. 

 د انتیګرالونې ورشو یاا ساحه محدود وه.

 په دې حالت کې یا اوس د انتېګرالولو ورشو محدوده نه ده،

 حدودې ورشو سره.داسې انتیګرال یو نامحدود انتیګرال بولو، د انتیګرالونی  نام

 :انتیګرالونه د دې لاندې بڼو څخه په یوې بڼې منځ ته راځي

 

   
 

 رنې له پاره په لاندې توګه مخ ته ځو:یګرال شمد دې انتی

شمېرو، بیا   پسې د   له پاره  انتیګرال    لومړی د یوه پای انتروال  

له پاره پولې   یا   همداسې  یا    ورته افادو 

 .جوړوو

 فورمال دا په لاندې ډول برېښي:

 
 زموږ د سطحې شمېرلو له پاره دا په لاندې ډول برېښي:

 

 
. 
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----------------------------------------------------------------------------------   

 
 

   لگه:یب

)تابع دې   د    eپه   محور هنداره شوې  د  yدا د  ) xf x e    0]سره په انتروال, )  کې

 د پورته سره برابره سطحه ولري.

 
 بدلون:

  

 
 

 لګه: یب

 د یوه یوځاي ایښول شوې یا یو ځاي شوې تابع بېلگه لرو:

 

 لپاراه  x<-1د   

 

 لپاره -x 1 <1د  

 لپاره x > 1د  

 
. 

. 

. 
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                                    هرنید انتیګرالشم                  ۸۴۴            

----------------------------------------------------------------------------------   

 د انتیگرال په برخو وېشنه یا ټوټه کونه: 

 لاندې د انتیگرالونو تمعه دې و شمیرل شي.

 

 
 

 لومړنى اند یا تر مخه فکرکونه:

 د تناظر دلایلو له مخې لرو :

 
 داسې، چې دا انتیگرال  باید فقط یوځل وشمېرل شي. 

 
 

 ټولگه                  

 د انتیگرال هندسي تعریف

مخور او تابع ترمنځ   x تابع ولرو، نو د  fد انتیگرال تعریف:که یوه  -لوریزه سطحه

محور پورته لورې   xال له لارې  کیږي. په دې سطحه کې د  سطحې شمېرل د انتیگر

 محور کښته لورې ته سطحه منفي مخنخښخ لري.  xته سطحه مثبته مخنخښه لري او د 

باندې تعریف   [a,b]یوه تابع ورکړ شوې، چې په یوه انتروال    fد    تحلیلي تعریف:

د گراف او د  fپه محور د    x پورې د تابع د انتیگرال  څخه د  bڅخه تر  a دى، نو  د

 .تر منځ یوه  یوه لوریزه سطحه پوهیږو x=bاو   x=aکرښې  
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----------------------------------------------------------------------------------   

  لیمیټ:  ۱.  ٤) تعریف(  پېژند    

1

lim ( ) ( ) ;(max 0),........(4,3)

bn

i i
x

i a

f x f x dx F x




        

 یا ټاكلى اینتیګرال بولو،   f ( x)كى موجود وي، نو دا  د  [ a , b]كه په اینتروال

)  F- Riemann   د ریمن سطحه(. دلته a پوله او)د اینتیګراله ونې لاندې)کښته b  د

 Integrand)  f (او)  نې اینتروالد ایتیګرالو [a,b]ایتیګرالونې پورته پوله بلل كیږي او 

( x  او )اینتیګرالېدونکىx   ( د اینتیګرالونېIntegrationsvariable  متحول )  بلل

 كیږي

]کې اینتیګرالوړ وي او     [a , b]په  f ( x ): که ۱. ٤جمله , ]c a b  ،نو باور لري: وي 

( ) ( ) ( )
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx                        

اینتیګرالوړ دى، نو باور  کې [a, b]  انتروالپه یوه بند  f ( x)   : ۲.  ٤پېژند یا تعریف 

      لري: 

a

b

b

a

dx)x(fdx)x(f               

كى تعریف وي. هر یوه  I دې په یوه واز اینتروال y = f ( x) : تابع3.2تعریف  ژندیپ
 f ( x د شرایط پوره كړي، F' ( x ) = f ( x )چى  تابع   F ( x)هلته موجوده مشتقوړ 

 ابع  بلل كیږيیا لومړنی ت –، ساده  -بنسټیز (

 

                                                              ټاکلى انتیگرال:

)یو حقیقي تابع وي، نو د ټاکل انتیگرال   fکه  )

b

a

f x dx  لوستل: د () x(f  انتیگرال دa  تر

b  او  په پولو یا حدونو  یا انتیگرال پهf(x)     باندې لهa  ترb لاندې یوه لوریزه سطحه ) 

 گراف لاندې.   fتر  منځ  او د   bاو  aپوهیږو د 
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                                     هرنید انتیګرالشم                      ۸۴۶        

----------------------------------------------------------------------------------   

 تعریف: 

 f    په انتروالb <x  <a   متمادي تابع ده او   کېF   دf  لومړنۍ تابع ده، نو ټاکلى

انتیگرال دى :              

b

a

b

a aFbFxFdxxf ).()()([)( 

لپاره زیات وخت    F(a)  –F(b)د  b
axF  په دې توگه دى .لیکو  )(

 b
a

b

a

xFdxxf )()(  

 : جمله

په یوه اینتروال كى  متمادي وي ، نو لاندې  f ( x ) كه تابع :ثابتي سره ضرب  د یوې

 باور لري:

( ) ( ) ,a f x dx a f x dx a R    

  :   جمله  

په یوه ایتروال كى نه پریكیدونكي وي ،  f 2 ( x) او  f1 ( x) تفریق( قاعده كهد  جمعې ) 

 نو باور لري

1 2 1 2( ( ) ( )) ( ) ( )f x f x dx f x dx f x dx                  

 

  : جمله 

یوه ارزښت په ځاي د همغه ارزښت    لاتین :د Substitutionد ،،بدلون ) قاعده (،،  ) 

 دي اوو مشتقوړدۍ اومتما u = g ( x)  بله لویه ایښوول ، لنډ: بدلون (   د نیونو لاندې چى

 y = f ( u)  :متمادي، نو باور لري 
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----------------------------------------------------------------------------------   

   duuffdxxgxgf   )()(')( 

 

 د ضربونو انتیګرالونه

دوه توابعو د ضرب انتیګرال د ورسره بلدو متودونو یا لارو شمېرو، نو زیات وخت  که د

 دا ناشونې وي.

 
 

 Substitutionبدلون 

 د ناټاکلې انتیګرال حل د بدلون له لارې)ننوتنه راځي(

تراوسه پورې مو فقط د انتیګرالونه او جملې حل کړې، چې  د  لومړنیو توابعو په 

له دې لاس ته راغلو لومړنیو انتېګرالونو د نورو انتېګرالولو حل انتیګرال اړول کېدل. 

جملې راکوي. د لومړنى انتېګرالونې سیده   استعمال تل ساده نه دى، لکه چې په لاندې 

 کې ګوته ورته نیول کیږي.

یوه ارزښت په ځاي د    لاتین :د Substitutionد ،،بدلون ) قاعده (،،  )  : ۶.  ۲جمله 

متمادي  u = g ( x)  بله لویه ایښوول ، لنډ: بدلون (   د نیونو لاندې چىهمغه ارزښت 

:() کتاب کتل که لاندۍ بې د  متمادي، نو باور لري  y = f ( u)  اوو مشتقوړدۍ او

 انتیګرال له نخښې(

 ( ) ( ) ( )f g x g x dx f u du   

 له مخى داسى دى(   ۶.  ۲د ښي اړخ مشتق د ځنځیرقاعدې ) جمله( ۱۳.  ۲۱حل : د )  

           ,)x(g)x(gfu)u(f
dx

du
du)u(f

du

d
du)u(f

dx

d
   

    .ا د كیڼ اړخ د رابیلیدنى سره سر خوريد قاعده  د  ضرب  اینتګرالېدو)  ) ۲۱ . ۱۳ (

 وي  f [ g ( x ) ]  اینتیګریشن( لپاره مساعده ده، په كوم كى چى یو فاكتور ځنځیري بلواك
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                                           هرنید انتیګرالشم                       ۸۴۸       

----------------------------------------------------------------------------------   

  (او دا بل فاكتور     وي. سړى د دننه تابع لپاره     g ' ( x ) ضریب( یى د دننه تابع مشتق 

 du / dx = g ' ( x ) جوړوي u = g ( x) : متحولې یا واریابل بدلوي یا ځاي په ځاي كوي

   du = g ' ( x ) dx ډول همدې په  

 د بریالي ایتګرالېدو) اینتیكږیشن( كیدو ورسته  بدلون  بیرته راګرځول كیږي.

      ) a : ۳.  ۲۱بیلګه 

2cos(2   لرو 1)I x dx    

u1x2بدلون یا په ځاى كونه:     

dx/du2مشتق       همداسىdudx2   

  cos sin sin(2 1)I u du u C x C      

    I = 3 cos(2x + 1)dxلرو  ) b  :۳.  ۲۱بیلګه 

   dx = (1/2) du     مداسىه du / dx =2   کشتق    , 2x = u-1بدلوو :

        
1 3 3

3cos cos sin (2 1)
2 2 2

I u du u du x C         

سره تل اینتیګرال  د بدلونو قاعدې تابع د لایني دننه تابع سره   ومولیدل چى ځنځیري

سره سم  ۴.  ۲۱كیدى شي، ځكه چى د لایني تابع مشتق ثابت ده  او ثابت فاكتور د جملى 

  .د اینتیګرال تر مخ) موخه كیڼ لور ده( لیكل كیږي

dx5x3Iرو   : ل4.2بیلګه    

u5x3بدلون:      

du3/1dxdx/du3را بیلیدنه:    
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,du
2

1
dx

dx

du
2,u3x2

.dxe
2

1
I)b

.C)5x3(
9

2
Cu

3

2

3

1
duu

3

1
du

3

1
uI

3x2

32

3

2

1

















 

  

  







  .Ce

4

1
Ce

4

1
due

4

1
du

2

1
e

2

1
I 3x2uuu  

dudx
dx

du
1,u2x

.
2x

dx2
I)c




 

 

   .C2xln2Culn2
u

du
2

u

du2
I  

 لګه: یب

 

 ځکه چې 

 مګر: 

 وی.   که     ځکه چې

 په داسې حالتونو کې د بدلون قاعده مرسته کوي:  

 یسۍنتابع   انتیګرال و  لګه: دیب
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----------------------------------------------------------------------------------   

 

 بدلون : 

 جوړ کړۍ:      

 

       د بدلون برعکس:    

     نو: 

 ازمايښت : 

 لګه :  یب 

 باور لري    .  وښایۍ چې   

 

 بدلون: 

 :   جوړ کړۍ
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----------------------------------------------------------------------------------   

 

 بدلون: یا په څټ  -رته یب

 :نو

 لګه :یب

 

  بدلون:

  جوړوو:

 

  رته بدلون:یب

  نو لرو:

 لګه : یب
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----------------------------------------------------------------------------------   

 

 بدلون :

 جوړوو:

 

 بېرته بدلون:

 نو لرو: 

 

 د ټاکلو انتیګرالونو حل د بدلون له لارې

 .یږيټاکلي انتیګرالونه هم د بدلون له لارې حل ک

 لګه :یب

 

 د انتیګرال حل د بدلون له لارې:

 بدلون    – ١

 په ځای کېږدۍ  dxد   – ٢
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   ----------------------------------------------------------------------------------   

 

 د پولو بدلون – ۳

 لاندې پوله   -

 پورته پوله   -

 په انتیکرال کې ځا په ځای کړۍ - ۴

 

 

 

 لګه : یب

 

 د انتیګرال حل د بدلون له لارې

 بدلون  – ١

 د   ځای په په ځای کونه – ٢

 

 د پولې بدلون – ۳
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----------------------------------------------------------------------------------   
 

 

 د انتیګرال حل د بدلون له لارې

 بدلون  – ١

 د   ځای په په ځای کونه – ٢

 

 د پولې بدلون – ۳

 لاندې پوله    -

 ه پوله پورت -

 په انتیګرال کې ځای په ځایکړۍ – ۴

  

 

 

 

 

 

 

 لګه :یب
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----------------------------------------------------------------------------------   

 له پاره  x < 2د 

  له پاره    x< 2د

 

 

 

 

  : ۶ . ۲جمله 

یوه ارزښت په ځاي د همغه ارزښت بله لویه  لاتین :د Substitution د ،،بدلون،، )

متمادي )نه پریكیدونكى( او   u = g ( x)  د نیونو لاندې چى   (قاعده: ایښوول ، لنډ: بدلون

 دى، نو باور لريمتمادي   y = f ( u)    د مشتق قابلیت لري او : 

                                       ( ) ( ) ( )f g x g x dx f u du   

 له مخى داسى دى(   ۶.  ۲د ښي اړخ مشتق د ځنځیرقاعدې ) جمله (۱۳.  ۲حل : د )  

. 
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----------------------------------------------------------------------------------   

           ,)x(g)x(gfu)u(f
dx

du
du)u(f

du

d
du)u(f

dx

d
   

    .دا د كیڼ اړخ د رابیلیدنى سره سر خوري قاعده  د  ضرب  اینتګرالېدو)  ) ۲۱ . ۱۳ (

وي  f [ g ( x ) ]  اینتیګریشن( لپاره مساعده ده، په كوم كى چى یو فاكتور ځنځیري بلواك

  (فاكتوراو دا بل      وي. سړى د دننه تابع لپاره     g ' ( x ) ضریب( یى د دننه تابع مشتق 

 du / dx = g ' ( x ) جوړوي u = g ( x) : متحولې یا واریابل بدلوي یا ځاي په ځاي كوي

   du = g ' ( x ) dx ډول په همدې  

 رځول كیږي.د بریالي ایتګرالېدو) اینتیكږیشن( كیدو ورسته  بدلون  بیرته راګ

  2cos(2   لرو   ) a :۳.  ۲۱بیلګه   1)I x dx    

u1x2بدلون یا په ځاى كونه:     

dx/du2مشتق       همداسىdudx2   

  cos sin sin(2 1)I u du u C x C      

    I = 3 cos(2x + 1)dxلرو  ) b  :۳.  ۲۱بیلګه 

   dx = (1/2) du     همداسى du / dx =2   کشتق    , 2x = u-1بدلوو :

        
1 3 3

3cos cos sin (2 1)
2 2 2

I u du u du x C         

سره تل اینتیګرال  قاعدې د بدلونو تابع د لایني دننه تابع سره   ومولیدل چى ځنځیري

سره سم  ۴ . ۲جملى كیدى شي، ځكه چى د لایني تابع مشتق ثابت دى  او ثابت فاكتور د 

  .د اینتیګرال تر مخ) موخه كیڼ لور ده( لیكل كیږي

یواځي په جګ یا مټ   x ) متحولې  ۱.  ۲۱جدول (  ۱۱او  ۱۰د بنسټیزو اینتیګرالو سره 

 په ځاي لایني ترم x2 له داسى اینتیګرال،  كومو كى چى دام د دوه منخ ته راځي. له دې
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----------------------------------------------------------------------------------   

 )Term (  ،كیدى شي چى د لایني بدلولو له لارې په بنسټیزپروت دى او  ۱۰اینتیګرالو  

بیرته واړول شي. ډیروخت یو د فورم بدلون ته هم اړتیاموجود وي، چى د اینتیګراند  ۱۱

  .فورم ته راشو  

 :5.2بیلګه 

 

,
)x2(1

dx

3

1

))x2(1(9

dx
I

hd),)x2(1(9)x41(9x369

.
x369

dx
I)b

.C)x2tan(Arc
2

1
CutanArc

2

1

u1

du

2

1
I

,du
2

1
dx

dx

du
2,ux2

,
)x2(1

dx
Ihd,x2x2

.
x21

dx
I)a

22

222

2

2

2

2
2
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.C)x2sin(Arc
6

1
CusinArc

6

1

u1

du

2

1

3

1
I

du
2

1
dx

dx

du
2,ux2

2








 

، كه دننه تابع خطي یا لایني نه وي، نو د اینتیګراند دوم فاكتور) تر  اینتیګریشن قاعدې

له لارې (  ۱۳.  ۲ثابت فاكتور پورې( د دننى تابع د لومړي فاكتور مشتق وي، چى د ) 

سړى بنسټیز اینتیګرال ته راشي. دلته هم سړى بیا دنننى تابع په نوې  متحولې یا 

  .واریابلى بدلوي
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----------------------------------------------------------------------------------   

dx1xx4I: الف:    6.21بیلګه  2   

u1x2بدلون:د     مشتقdx/dux2    :دی ،همداسې لروdu
2

1xdx   

1 3/2 2 3214 2 2 2/3 4/3 ( 1)2I u du u du u C x C          

3sinب(             cosI x x dx       

uxsinبدلون:    را بیل شويdx/duxcos   همداسېdxxcos  

3 4 4

2

2 3 3

1 2

3

0

1 1
sin

4 4

1
) ln

1 1
ln , : ,

1 1
ln

3 3

) tan .

sin 1
tan , . sin ,

cos cos

cos , sin sin ,

1
ln ln cos .

2
) .

2

I u du u C

c I x dx
x

du
x u dx du

x dx x

I u du u C x C

d I x dx

x
x d h I x dx

x x

du
x u x x dx du

dx

I du u C x C
u

x
e I dx

x

   

 

  

    



   

    

       
















 

                  ,du
3

1
dxx

dx

du
x3,ux2 223   
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----------------------------------------------------------------------------------   

.2ln
3

2
)2ln1(ln

3

2

0

1
x2ln

3

2

0

1
uln

3

2

u

du2

3

1
I 3

1

0

  

  .دې په چپه ( یعني د ښى  وكیڼ) لور هم استعمال شي)   ۱۳.  ۲۱د بدلونقاعده ( ۲۱

 ( په  یو مناسب بلواك   x  كیدى شي چى په بل واړول شي چى       f ( x ) dx   ینتیګرالا

g ( t بدل شي:        f ( x ) dx =     f [g(t)]. g(t)dt.                     ( 21 . 14 )  دا 

ساده   دلته داسي وپوهیدى شي چى سړى د بدلون وروسته یو بلواك دې» مناسب« افاده 

استعمال په قاعده كى داسى )  ۱۴.  ۲۱كن یو بنسټیز اینتیګرال لاس ته راوړي. د ( او مم

په بدلون    t = h ( x ( د  h ( x(  ترم» پیچلى « كى موجود  x ) f ( دى چى په یوه بلواك

 په لوریى حلوي x له منځ څخه وړي او بیا ( كه ممكن وي ) د     

   1( ) ( )x g t h t  

          : الف:               7.21بیلګه 



1x

dx
I)a:  

:dt)1t(2dx,)1t(x;x,t1x 2  

C1xln2)1x(2C)tlnt(2dt
t

1
dt12dt

t

)1t(2
I 











    

 مناسب تابع ، چې ورکړ شوی اینتګرال د دوه ایتکرالو جمعې ته بیایي، دلته  

    x= g(t) = (t+1)² .وو 

.xcosxtanxcos
xcos

xsin
xcosxsin

.
xcosxsin

dx
I)b

443

3



 
 

 نو لرو:
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----------------------------------------------------------------------------------   

,dtdx
xcos

1
,txtan

,dx
xtan

1

xcos

1

xcosxtan

dx
I

2

24



  
 

.Cxtan2Ct2dttdt
t

1
I 2

1

2

1

  


    

 موږ د دې  لاندې  انتیګرال نیسو:      

 du = dx، نو لرو :   u = xږدو   

 لرو    v = sin(x)، نو      dv = cos(x) dx   ږدو  

 په لاندې تږګه مخ ته څو:

:  

C  د انتیګرالونې  یوه په خوښه ثابته ده 

 

 سره      xeتوان يا   xد Integrandتیګرالوونی ان

   د ټوټه انتیګرالونې  د استعمال سره د انتیګرالونو  لکه  
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----------------------------------------------------------------------------------   

 او    

 کېده شي په مدې لا حل شي: 

 یوه په زړه پورې ېلګه دا لاندې ده :

 

که په پوره  سختوالي ونیسو ونیسو، نو په ورسره بلده لار  اړین نه دۍ، چې دا دې حل 

 ولي.

 لی شو.  دا بېلګه  د دوه واره ټوټه انتیګرالونې  استعمال  له لارې  حل کو

 du = −sin(x) dx داسې چې   u = cos(x)لومړی :    

dx x= e dv          داسې جېx= e v 

 نو  لرو  : 

 

اوس ، ددې له پاره چې پاتې انتیګرال حل شي، نو د ټوټه انتیګرالونې قاعده بیا استعمالوو 

 ، د دې لاندې سره :

u = sin(x); du = cos(x) dx 

v = ex; dv = ex dx 

 لرو :  نو
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----------------------------------------------------------------------------------   

  

 که دا سره یوڅای کړو، نو لاس ته زاڅي:

 

، نو د  پورته  مساوات  دواړو لورو ته  همغه انتیګرال لرو)بې له مخ که فکر وکړو

 نخښې(، نو  د ښي لور انتیګرال که کیڼ لور ته یوسو ، لاس ته ترې راڅي:

 

 

C  د انتیګرالونې  یوه په خوښه ثابته ده 

 

 د اینتیګرال شمیرنى استعمال
 

 وي.محور ترمنځ پرتې  xدگراف او  f(x)سطحومساحت، چې د   د 

 څلورم څپرکي كى وویل شو چى ټاكلى اینتیګرال    په  

b

a

afbfdxxf د )()()(

 x=aاو د كرښى y=(0) محور -x، د y=f(x)ښایي ، چي له منحنيA سطحې مساحت

د اینتیګرال   y=f(x)له خوا رابند وي. موږ له دې څخه مخ ته تللي یو چيx=b او

محور کښته لور  محور پورته لور ته ځي، خو دا کېدى شي د-xاینتروال په دننه كى د

 ته هم لاړ شي.. 
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 فعالیت:

عو د سطحې محور ترمنځ  او یا د دوه تواب xد منحني یا کرښې او د د یوې په خوښه تابع --

 رلو لپاره وړاندیزونه وکړئ. یشم

د محور لاندې  xکرښه د  عرلو لپاره په پام کې ونیسئ، که منحني یا د تابید شم دا هم   -

 لور ته پراته وي.

محور  په ټاکلو   xد یوه په خوښه تابع ورکړئ، د تابع رسم وکاږئ او د تابع انتیگرال    -

 پولو کې وشمېرئ. 

محور کښته لور ته ځي. د  تابع   xیوه په خوښه تابع ولیکئ، چې د انتروال په دننه کې د  -

رسم و کاږئ او دا تابع به کومه محنخښه ولري؟ دا چې سطحه تل مثبت ده، نو د تابع د 

 محنښې په ورکولو کې دا بیا وڅېړئ، چې ولې؟

د سطحې مساحت شمېرلو کې هغه عدد ولیکو، نو د هغې سره دې دا په یادونه:  که موږ 

پام کې ونیول شي، چې د سطحې واحد) یوون( ور سره شته دى.  که دا ورسره لیکل 

 شوى نه وي، خو باید تل په پام کې وي.

 دا پورته فعالیتونه مو دې لاندې بېلگو ته رابولي: 

 

 :  ١.  ۵بیلګه 

   د  سطحې مساحت د

4,2,0,1
2

1
21

2  xxyxy 

  رمنځ په لاندې ډول دى)مخامخ څېره(ت

  
4

4

2

2

1 1
( ² 1) ( ³ ) |
2 6

1 1
.64 4 .8 2

6 6

22

3

A x dx x x   

   





 

 

محور لاندې لور ته وي، نودا ټاكلى اینتیګرال  -xسطحې د منحني تلنه دy=f(x) كه د تابع 

تل مثبت مساحت لاس ته راوړو، نو  د اینتیګرال  لپاره چى د سطحې  به منفي وي. ددې

 مطلقه ارزښت نیسو یعني منفي اینتیګرال.

. 

1x
2

1
y 2 

y

1

2 4 x

3,21Bild
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----------------------------------------------------------------------------------    

 : ۲.  ٥بېلگه 

 xگراف د    f(x)=x²-3د   

 محور سره یوه 

سطحه رابندوي.د  گراف او   

x    محور ترمنځ 

د ټولې  سطحې  مساحت  

 وشمېرئ.

 

     

 تگلار:

 د  دې لپاره چې  دا مسئله راته  ښه روښانه شوي وي، نو دا پورته رسم کاږو.    - ۱

 د دې لپاره چې د انتیگرال حدونه لاس ته اروړى شو، باید صفرځایونه وشمېرو.  - ۲

3

30 2





x

x
 

 ده انتیگرال لیکو.اوس  د سطحې د مساحت شمېرلو لپاره  اړون – ۳ 

  2شمېرو  او نتیجه یې له  پورې انتیگرال   3څخه تر  0تناظر پر بنسټ  لومړى له   د

 سره ضربوو، نو لرو:

3 3 3 3 3
2 2 3

0 0
0 0 0

1
( 3) ( ) 3 1 | 3. | 3 3 3 | 2 3 |

3

2 3 2 3 4 3

x dx x dx dx x x

A

           

     

   

  بیلكه:
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----------------------------------------------------------------------------------   

2,1,0,5 د  سطحې مساحت د 
2

1
21

3  xxyxyره(یترمنځ دى: )لاندې ځ  

2

3

1

2

3

1

4 2

1

1
| 5) |

2

1
5)

2

1
( 5 ) |

8

105
( 2 10 1/ 8 5)

8

A x dx

x dx

x x







 

  

  

     




 

 

 بیلګه: 

1x د لاندې پولو  تر 1-=

2x =   y=0او=x²+2x-yاودمنحني   4

 سطحه محور پورته او كښته  پرته -xد ترمنځ

 ده( دې   )په مخامخ څېره كي نښانه شوې 

 وشمیرل شي

 

  د x1=0د  ,y=-x²+2xحل : د تابع 

1xصفرځایونو 2xاو 0=  تر منځ پرته   2=

 نوره   محور پورته،-xغوښتونكي سطحه  د

 امله لرو كښته پرته ده. له دې        

3

284
23

12
03

10
13

1

)2()2()2(

232323

4

2

2

2

0

2

0

1

2

321






































xxxxxx

dxxxdxxxdxxx

FFFA

 

x2xyاو د کږې  4xتر  1xد لاندې پولو  2   

1 1 2

5x
2

1
y 3 

4,21Bild
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----------------------------------------------------------------------------------   

0yاو   د( ترمنځx )محور پورته او کښته 

 

 :څخه رابندې  سطحې د مساحت شمرنه له دوه گرافونو

چې له ګږو پولو را بند ¸ننوتنه د یوه ډنډ  یا یوه بند څېره دې دلته راوړل شي یا دیوه پټي

 وي. 

 

 فعالیت:

 که داسې یو ډنډ ولرو، نو فکر وکړئ، چې د دې ډنډ مساحت څنگه وشمېرو؟ -

گرافونو ترمنځ پرته  رل کیږي، چې د دوه توابعویه ځنو پوښتنو کې د سطحې مساحت شمپ

رل یینتگرالونو د کمښت  له لارې و شمده. دا ډول د سطحې مساحت کېدی شي د  ټاکلو ا

محور پورته لور ته پراته وي،نو د لاندې شیما څخه مخ ته -xشي. که دواړه ګرافونه د  

 ځو :
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                                        21 AAA  

 :    ٥.  ٥لگه یب

دوه   g(x) = -x+2او   f(x) = x²د   

بند د سطحې مساحت توابعو ترمنځ را

  :غواړو وشمېرو

د تگلارې لار: دلته هم  یو شکل یا  

گراف  رسموو، چې دا حالت راته 

 روښانه شي.

         

 

 د دې لپاره چې انتیگرال وشمېرو،   د گرافونو دقاطع ټکي ټاکو.  - ۲

x² = -x+2 

x²+x-2= 0 

P;q  - فرمول 

(1,2)

1

2

1 3

2 2

1

2

x

x

x

  



 

 

 .په ساده توگه لیدل کیږي – ۳

dxxfdxxg

x

x

x

x

 
2

1

2

1

)()( 
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 پس باور لري

2 2

2

1 1

2 3

( 2)

2 1 ( 2) 1
1 6

2 2 3 3

1,5 6 4.5

4,5

A x dx x dx

A

 

    

   
        

   

      



 

 

 جمله :

 fوي، دا په دې معنا چې د    f(x)>g(x)سره    a<x<b لپاره ،  د      xکه د ټولو  

نو د دواړو گرافونو په انتروال    ,پورته لور ته ځغلي   gتر منځ د  bاو   aگراف   د 

 کې  رابندې سطحې مساحت   لپاره   بارور لري.

 

b

a

dxxgxfA ))()(( 

 : ٦.  ٥لګه یب

گرافونو ترمنځ  سطحې g(x) = -x²+4x +2او    f(x) = x² -2x +2  د توابعو

 مساحت غواړو پیداکړو.

 غوڅټکي)د تقاطع ټکي( د اینتیگرال حدونه جوړوي. ارزښتونو–xد دواړو گرافونو د 

 :کواوردیناتو ټاکل - xد غوڅټکو د  

f(x) = g(x)  x² -2x+2 = -x² +4x + 2 

2x² - 6x =0                   

    1 0x    2او 3x  .د اینتېکرال لیمیټونه یا پولې دي 
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 د اینتګرال جوړونه:

33 3

2 3 2

00 0

33 3

2 3 2

00 0

1 1
( ) ( 2 2) 2 27 9 2 3 9 9 6 6

3 3

1 1
( ) ( 4 2) 2 2 27 2 9 2 3

3 3

9 18 6 15

f x dx x x dx x x x

g x dx x x dx x x x

 
               

 

 
                

 

    

 

  

دا چې د دوه ګرافونو ترمنځ سطحه باید تل مثبت وي،نو له لوي ارزښت څخه کووچنى 

 ارزښت باید کم شي. 

9615)()(

3

0

3

0

  dxxfdxxgA 

یږو، د یوې سطحې مخنخښه لکه چې پوه

- xددې په واک کې ده، چې ایا سطحه د 

محور پورته لور ته پرته ده او که کښته 

لور ته. موږ څېړو، چی ایا دا تاثېرات 

په پورتنۍ بیلگه کې پراته دي او که نه. 

محور په درې - yموږ سطحه د  

واحدونو) یوونونو( کښته لورته بیایو او 

 رو.یسطحې نوې شم
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----------------------------------------------------------------------------------       

 وي. که د لید له مخې قضاوت وکړو،نو د ټولو لاس ته راوړنه به برابره

 ارزښت  غوڅټکي هم  او له دې سره د انتیکرال حدونه بې تغیره پاتیږي.–xد 

   2( ) 2 1f x x x      2و( ) 4 1g x x x    

   ځای په ځای کونه: 

3

0

3

0

3

0

))()(()()( dxxgxfdxxgdxxfA 

xxxgxfد  62)()( 2  :سره کیږي 

927189327
3

2
3

3

2
)32(

3

0

23

3

0

22 







  xxdxxxA         

دا چې د دوه منحنیو ترمنځ سطحه فزیکي سطحه ښایي، باید لاس ته راوړنه یو مثبت 

 دا د مطلق ارزښت له لارې ترلاسه کوو.  عدد وي.

9927189327
3

2
3

3

2
)62(

3

0

23

3

0

2 







  xxdxxxA 

 متود ټولیزه ونه)عمومیت( :د دې 

 د دوه گرافونو ترمنځ سطحه:

که یوه سطحه د یوې پورته او یوې کښته منحني 

    g(x)او تابع f(x) څخه رابنده وي، چې تابع

رابنده سطحه په   پورې اړه و لري، نو دا له دي

 رل کیږي.یلاندې ډول شم

  

b

a

dxxgxfA )()( 
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محور د دواړو ګرافونو د وضعیه قېمتونو غوڅټکي  – xد bاو  aد انتیکرالونې حدونه  

 دي

y=f 1 د منحنیو  -- (x) او 
2 y=f (x) 

 پولو کې   مساحت په لاندېتر منځ  پرتي  سطحې  

y=f 1او پورې x=bتر  x=aله (x)  2او y=f (x)  

 

 او اینتیګرالوړ   1 2f x f x   

 داسى لاس (  ۶.  ١اینتروال كى  )ش  [a,b] په

y=f 2 ته راوړل کیږي چى دتابع (x)  لاندې سطحې 

y=f 1مساحت څخه  د (x) لاندې سطحې مساحت تابع 

 كم كړئ.

 dxxfxfA

b

a

  )()( 12 

خپلواك  ېله د  ۶.  ٢سړى په ساده ډول خپل باور په دې راوستى شي چې ش 

چى 1f xاو  2f xپه اینتروال[a,b]  .كومه یوه مخنخښه ځان ته غوره كوي باوري دۍ 

  

  (y=-x²+1 او y=x²-1 د لاندې پارابولونو ترمنځ  سطحه غواړو وشمیرو: ۷.  ٥ بیلګه

  

 حل : د ایتیګرال پولې)حدونه( د  افقي)پراته( محور غوڅټکي) د تقاطع ټکي( دي                    

                                                        x²-1=-x²+1                                      

                                                                       2x²=2                               

  1 21 , 1x a x b                                                       x²=1    

 x²+1>x²-1– لرو  [ كى- 1,  1د اینتیګرلولو په اینتروال ]

په نظر كي ونه نیول  f2(x)>f1(x) كى) ١ . ٢ (  او په [a,b] )كه چیرې  په اینتروال

لكه  د مخه چې ویل شوي(  بیا (اینتیګرال به منفى شي او سړی  شي، نو د څرګند

 رو:داینتیګرال مطلقه ارزښت نیسي. له دې امله ل

 

)x(fy 1

)x(fy 2

A

y

xba
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   ----------------------------------------------------------------------------------        
1

2 2

1

1

2

1

3

1 ( 1)

( 2 2)

12 8
( 2 )

13 3

A x x dx

x dx

x x





      

  

   




 

 

 

 :  ۸.  ۵بیلګه 

 عو ترمنځتواب سره سم د لاندې(  ۸.  ٢د )ش. 

  .سطحه  شمیرل كیږي 

 y=(x-1)²,y=-4x+4,y=4   

 

 د دوه    حل : دا د شمیرلو سطحه،  د منحنیو ترمنځ

 له یوځاي كیدو څخه لاس  A2 اوA1 سطحو

  .ته راځي

A1   د منحنیو y=4او y=-4x+4  ترمنځ 

 حدونه( د لومړي  -پروت دى. د اینتیګرال پولى) 

 

 

 کی دى، محور( غوڅټ– x (كواور ینات

 ترمنځ. y=-4x+4 او y=4 د

 

0x,4x44لرو  1  په همدې ډول د 

 ښي غوڅټکي لومړۍ وضعیه ارزښت )کواور دینات(  

8.21Bild

4x4y 

2)1x(y 

4y 

y

x0 1

1
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1A 2A

1xy 2 

1xy 2 

X
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1

1
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4x4yد    1(2اوx(y  ترمنځ 

 03x2x,)1x(4x4 22   

.1x,21x 33,2   

 تر y=(x-1)² او y=-4 دA2ګورو چى

 او د لومړي x1=1 منځ پرته ده ، د اینتیګرال حډونه) پولى(

 . y=(x-1)² او y=4 وضعیه قېمت د ښي غوڅټکي د

 

 غوښتوني سطحه  داسې ده:

   

3

1
7)33/1(2)32(4

)1(4)44(4

1

0

3

4

31

0

22

1

0

1

0

2

1

0

21









xxxxdxxxdxx

dxxdxxAAA

 

 

 د څرخیدونكو بدنونو) جسمونو( ډكي)حجم(

 

 

 لیت:فعا

 په ورسره بلده توگه د مستطیل حجم ولیکئ.  -
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 وانې او د مخروط حجومونه، چې تراوسه مو لوستلي و لیکئ.د کرې، است -

یادونه:  دا دې تل په پام کې ونیول شي:  که د انتیگرال شمېرنې له لارې کوم عدد لاس 

ته راځي، نو  هغه عدد د یوه جسم حجم ښایي. موږ ددې لپاره لیکو، چې د حجم مطلوبه 

 واحد. 

 دونکي تنونه:dڅرخ

سه کې هغه  تنونه دي، چې په يوه څرخېدونکي محور باندې  څرخېدونکي تنونه په هند

د  يوې  کرښې يا منحني څرخېدنې له لارې منځ ته راځي. کرښه يا  منحني په يوه 

اويا   سطحه پرته ده او محور هم په همدې سطحه پروت دى. منحني محور نه غوڅوي،

 ندې کې و څېړل شي.زيات له زياته يې ممکن لمس کړي.  چې غوره بېلگې به يې په لا

 په    محور څرخېدنه)څرخون(xد 

لکه د  مخه مو چې وویل، حجم هم یو انتیگرال دى. دا  داسې منځ ته راځي،  چې که یوه 

 په  محور   و څرخول شي. Xتابع د  

 د یوه څرخېدونکي  جسم )بدن یا تن( حجم)ډکى(

په محور  په انتروال   xلپاره، چې د سطحې په څرخېدنه  د   د یوه څرخېدونکي جسم

[a,b]    کې دf   تابع له گراف ، دx   له محور او له دواړو کرښوx = a   او x = b 

 ترمنځ   جوړیږي، رابنده وي. 

 د حجم  شمېرل په لاندې ډول دى: 



b

a

dxxfV 2))(( 

 دنهیپه محور څرخ yد 

  تابع گراف  f انتروال  د   [a,b]په محور(، چې په   yد یوې سطحې  په څرخېدنې ) د 

    y = f(x)له خوا رابند وي باید د     y = f(b)او   y = f(a)محور او د دواړو کرښو   y د
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متمادي او غښتلي  fمعکوس تابع  ته . دا شتون لري، که     y)(1 − f=  x بڼه بدله شي و 

په ټوټو ټوټه    fیوغږیز وي. که نه) لکه په پورته شي شکل کې( نو شاید ممکن وي،چې 

بیا  شي، په هغو کې چې   متمادي او غښتلى یوغږیز وي.  دا دلته منځ ته راغلي حجمونه

  ځانله شمېرل کیږي او سره جمعه کیږي.




))(,)((max

))(,)((min
))(( 21bfaf

bfaf
dyyfV  

 په محور  په لاندې توگه حجم لاس ته راوړو:  xبدل کړو، نو د    y(1 − f=  x( که  دلته  

dxxfx
bfaf

bfaf
dyxV

b

a

)('
))(,)((max

))(,)((min
22    

(  توابع    min/max ټیټ) –مطلق ارزښت او  د انتیگرال په حدونو کې  خورا جگ   'fد 

 یو مثبت انتیگرال تظمینوي.

 x = a تابع  له گراف  او دواړو کرښو  fپه محور(، چې د   yد سطحي په څرخولو)  د  
 څخه رابنده وي، لاندې فرمول باور لري.    x = b او

 

b

a

dxfxV 2))(

 

 د یوه مرتبان حجم:

د یوه مرتبان حجم غواړو پیدا کړو چې 

سنتي  25متر، وړانګه یې  1 جگوالى یې 

سانتیمتره په منځ کې  35متره  په پاي او 

 ده.
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درجو و څرخول  °90که مرتبان په 

شي، نو  د مربع پارابول بڼه غوره 

کوي. د ژۍ تابع باید کښته لور ته واز 

 پارابول وي، لکه دلته په شکل کې.

 
  

 ه ککرټکي یا راس باندې ولیکل شي. حل: د پارابول د تابع لیکبڼه کېدى شي ساده پ

 ټولیز باور لري:

( dm5.3)5()( 2  xaxf ارزښت په دیسیمتر) 

په لور. د    +yد    3,5په لور ورکوي او   +xد رآس راکښنه د   5-په څرگند دول  

په لور اړین دى، چې کښته لور واز پارابول  لاس ته راوړو. اوس فقط  aغزونې ضریب 

وشمېرل شي.  aیو معلوم ټکى کیږدو، کېدى شي  نه شته. که په فرمول کې  aضریب  

 دى.  (0/2,5)دا ټکى  

       
2( ) ( 5) 3.5f x a x     

ارزښت ځا په ځاي کوونو لرو     xد   
2(0 5) 3.5a    

04.0    دى:  aله دې   
25

5.35.2



 

)(04.0)5(5.3 او  مساوات پوره بلل کیږي.   2  xxf 

والي لپاره د رآس ټکي فرمول په نورمال یا عمودې فورم بدلوو:          د ساده

5.24.004.0)( 2  xxxf 

 تابع مربع کړئ
22 )5.24.004.0()(  xxxf 
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)(25.6204.0032.00016.0  نو دى 232  xxxxxf 

 

 لومړنۍ تابع       

      xxx
xx

x
x

xf 25.6
3

04.0

4

032.0

5

0016.0
)( 23

23
5

2



 

 دى؛د حجم شمېرلو لپاره ټاکلى انتیگرال 

167.101

5.62100
3

1
138032

25.6
3

04.0

4

032.0
10

5

0016.0

)25.62032.00016.0()5.24.004.0(

10

0

10

0

2345

10

0

32

10

0

22























 









xxxx

dxxxxdxxx

 

 

 د حجم واحدونه )یوونونه(

 دا چې موږ له پیله په دیڅیمتر شمېرنه کړې، نو طبعآ دا په لیتر شمېرل کیږي.

liter824.317 

 ترمنځ y=f(x),y=0,x=a,x=b د تابع  

 (. ۹.  ۵څرخي) ش  محورباندې-xسطحه چى د

  دلته غوښتنه، په دې ډول رامنځ ته شوې

    .راغلي دڅرخیدونكي بدن  ډكى)حجم( دی -یا

 

x

y

)x(fy 

a b
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 لاندېجمله باوري ده

 

 : د څرخیدونكي بدن ډكى)حجم((  ۸.  ۵جمله  

 متمادي وي، د څرخیدونكي بدن حجم چى د سطحو y=f(x) كي دى[a,b]په اینتروال

y=f(x),y=0,x=a,x=b  ترمنځ ، راپیدا  كیږي داسى دۍ:

 

b

a

dxxfV
2

)( 

 

 د جمعې له د توتو)استوانو(V  :ښونه

 xi ، جګوالى یېf(xi)لارې چى وړانګه یې 

  .لپاره لری i=1,2,3,...n د

  مې توتې-iد ) 10. 5ش:  (  

 یندر ډكى)حجم(  دى.) سل

  iii xxfV 
2

)( 

 

 سلیندرونو یا توتو زیاتون nد ټولو 

 



n

1i

i

2

i

n

1i

in x)x(fVV 

 د بنسټ اینتیګرال د تعریف سره  سم ) n->oe, xi->0    (  د پولى ارزښت جوړونه

 
b

a

2
dx)x(fV )راكوي. حجم )ډکى 

 دمخروط یا  كیګل ډکی : (  ۹.  ۵بیلګه 

y)حجم( د  x
r

h
  كرښي ) د سرچیني 

تیره كرښه د
r

h
 محور -xجګوالي سره( او د

 (y =0) د حدونو x=0تر x=h  

)x(f 1

1x

x

y

a b

h

x
h

r
y y

x

r
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 ( ١١.  پورې)ش 

 

.
3

1

03

2
3

2

2

0

2

hr
hx

h

r
dxx

h

r
V

h

 







   

 د اساساتو( څخه معلومه نتیجه ده.دا له بنسټیزې شمېرنې)  

 : ۱۰.  ٥بیلګه 

3x,0x,0y,x2yد     

محور باندې څرخېدلو جوړ)تولید( شوی جسم څرخېدلی پارابولویید دی ) څ -xترمنڅ د   

 ( ۱۲ږ  ۵

 

 

 

 

 

 

 

     Archimedischer Satzدس جمله   یارښیم د

 د توتې، غونډاري)کرې( او مخروط د حجمونو ترمنځ تناسب:

V)استوتنه(توتهV:  )غوندارى)کرهV : 3 =  :2  :1مخروط  

x2y 

y

x

1

1 3
0

 

.9
0

3

2

x
2

xdx2

dxx2V

2

3

0

3

0

2











(c) ketabton.com: The Digital Library



 
   

                                                         رنید انتیګرالشم                  ۸۸۰           

   ----------------------------------------------------------------------------------      

 څخه زک یوه درسي کتاب  1886د 

 

د پورته الماني پښتو:ارښیمېدس لومړى کس وو، چې دا پورته تناسب  یې ومونده، له دې 

 امله دا دلته راغلې جمله د ارښیمېدس جلې په نامه نومول شوې.

 د څرخېدونکي بدن)حسم( حجم.

 :۱۱.  ٥بېلگه 

 استوانه) توته(:

یوې      f(x) = c په محور د xاستوانه  د  

   f(x) = 3ې حالت کې  ثابتې تابع) په د

 دى( د څرخېدو څخه لاس ته راځي.

 

 

 د یوې  استوانې حجم )ډکى( شمېرنه:

انتروال   کې  د توتې حجم وشمېرل شي. د  استوانې د حجم د    [5;0]اوس دې په  

  x دى.   د  h=5او    r=3عمومي فرمول دى. په دې حالت کې  V = πr²·hشمېرلو لپاره 

 اره د  تابع ارزښته هم دى. هر  ارزښت    لپ
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تر څېړنې لاندې و نیسو او   r²·hفقط   څخه   V = πr²·hلومړى  له هرڅه غواړو  

غواړو یوه لار پیدا کړو ، جې د هغې  لارې  د انتیگرال په مرسته حجم  وشمېرلاي شو. 

    د سطحې مساحت د  لاندې انتیگرال په مرسته وشمېرل شو :

        

5

0

5

0

)( dxxfrdx 

ې د مربع مساحت ا د صفر په لور ځغېلېدونک  f(x)که د دې ناپاي ډېرو مستطیلونو) د  

  سره (  انتیگرال جوړ کړو، نو لاس ته  ترې راځي:          dxپنډوالي 

   

5

0

2
5

0

)( dxxfrdx 

دا په دې معنا چې دا انتیگرال بل څه نه دى پرته له څخه، چې زموږ د پورتني فرمول 

          څخه دد یوې توتې د حجم  شمېرل دي. ز که دا له سره ضرب کړو، نو راکوي: 

 

5

0

22 )( dxxfhr  

شمېرنه: د دې ورکړ شوې استوانې د حجم 

       

5

0

5

0

5

0

5

0

5

0

2
45045)(9)(  xdxxf 

د پرتلې لپاره:  452 hr  

 (:یا غنډوسکه)توپ( کره )غونډارى
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)(22په محور د  xد  xrxf    کره منځ ته غونډاری یا  تابع   څرخېدنې څخه

 راځي)پورته د ننوتنې شکل.

دا تابع هم کېدى شي په گردو ټوټو ټوټه شي، پرته  غوڅوونکې تابع   یې   

q(x) = π[f(x)]²   .د دې ټوټو د انتیگرلولو له لارې دې بیا حجم وشمېرل شي.  ده 

 xل شي، چې  له صفر ځاي څخه و صفر ځاي ته   د په دې بېلگه کې دې  حجم وشمېر

 په محور باندې

)(221د  xxf    1;1تابع  څرخېدنو له  لارې منځ ته راځې ، یعنې په انتروال]-[  

 کې .

  
3

4

3

2

3

2

3

1
)( 32

1

1






















xxdxxf 

 

Kegel (Geometrie) مخروط 

دا هم ممکن ده، چې  یو مخروط د 

زاویو   nیوه منظم

)اړخیزې)کونجیز( څخه رابندې 

ناپا  لپاره چې nبنسټیزې سطحې)د 

 ي ته ځي( اهرام ته ور نزدې کړو.  

 د مخروط حجم:

د انتیگرال په مرسته د یوه مستقیم 

مخروط د حجم د شمېرلو یوه بله 

مرستندویه لار. یو د کارتیزي 

 وضعیه ارزښت )قیمت( سیستم په کار اچول کیږي، د هغه سره چې  د مخروط څوکه   په 
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کې پروت دى. اوس کېدى شي، چې مخروط   (h|0)او منځ ټکى په ټکي   (0|0)سرچینه 

یوځاي شوى په پام کې ونیسو، چې جگوالى) پنډوالى( یې ناپاي کوچنیو توتو) استوانو( را

dx   دى. داچې د  داسې یوې توتې یا استوانې  ګردې ټوټې) کترې( واټن د مخروط له

سره ور کړ شوى دى، د وړانګې جملې له مخې)  xڅوکې  د وضعیه قېمت سیستم  په  

 لري. دلته په افغانستان کې دا د ...   جملې په نامه  بلل شوې( باور

 د یوه ناپاي کوچنۍ توتې)استوانې(  وړانگه: 

x
h

r
hzr )( 

 د یوې ناپاي کوچنۍ توتې)استوتنې( حجم:

dxx
h

r
dxx

h

r 2

2

2
2)(   

دټول څرخېدوني مخروط  د ټولو داسې کوچنیو توتو حجم دى.  د شمېرلو لپاره یې   

 سره:  hاو      0ټاکلى انتیگرال جوړوو، د انتیگرال حدونو 

       

3

3

0

3

3

3

2

2

33

2

2

3

2

2

0

2

2

2
2

0

2

2

h

h

r
V

h

h

r
V

x

h

r
V

dxx
h

r
dxx

h

r
V

h

hh

































 












 

 ) چې لروده مو( راځو: له دې سره هغه مشهور فرمول ته

hr
hr

V 


 
 2

2

3

1

3
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وې کرښیزې ) خطي( تابع) د بېلگې په توگه  ی f(x) = mxپه محور د   xیو مخروط  د  

f(x) = 0,5x  .( څرخېدنه)څرخون( ده 

 د یوه مخروط شمېرنه

دلته  نه شو کولاي چې لومړى د کوادر حجم وشمېرو. دلته د دې گراف لاندې په  ډېرو 

پنډوالې سره . د دې کترو  د سطحو مساحت وشمېرئ، چې  dxکترو کتره کول دي د    

لري داسې په نامه د پروت تقاطع تابع او بیا یې انتیگرال په ورکړ شوي     f(x)وړانگه  

 انتروال  کې ونیسئ.    [5;0]

  72.32
12

1
)(

5

0

3

5

0

2 







 xdxxf  

     د پرتلې لپاره دۍ  د یوه  مخروط  د حجم  معیاري )ستاندارد( بڼه وکتل شي.

72.32
3

1 2 hr 

 لنډ :        

چې موږ   په محور وڅرخول شي،  یو جسم چې لاس ته راځي،  yیا  xکه یوه منحني د  

سره  او  دا په   همداسې    دا جسم په نریو کترو یا زونونو ټوټه کوو،  د پنډوالي  

ورته نزدې توگه په استوانو بدلوو، نو په نزدې توگه لکه  د مخه د حجمونو لپاره لاندې بڼه 

 لاس ته راځي:

: په محور څرڅونه  xد 
2

1

2

x

x

x dxyV   

په محور څرخونه: yد  
2

1

2

y

y

y dxxV   

 :۱۲.  ٥بېلگه 
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ورونو انتروال  کې د وضعیه قیمتونو په مح  [2 ,0]تابع   گراف په     y = x²/4د 

 څرخي. دا  د منځ ته راغلي څرخېدلي جسم حجم څومره دى؟

 x 1/16, x4y² = x ,0 =2 2 =په محور څرخېدنه:     xد 

 4.0
16

2

0

4

  dx
x

Vx 

 y 1x² = 4y, y ,0 =2 1 =په محور څرخېدنه:   yد 

 24

1

0

  dyyVy 

 دونکي جسم حجم.ید  ناڅرخ

 Quader 2.1 -یا مکعبډوله  ز جسمیشپږ اړخ

 

وم دى، فقط دا ځل نه څرخي. حجم یې کېدى شي د دا لید شکل د استوانې څخه راته معل

  dxاو یا د صفر په لور تلونکې     (V = r²h)عادي کوادر په څېر وشمېرل شي  

رل یې د پروت غوڅي ) قاطع(  سطحه وشمسرورې مربع وې  ټوټه شي.  د دې لپاره د

 ونیول شي. د پروت قاطع تابع دې جوړه شي د دې  بیا باید انتیگرال     q(x)شي، یعنې 
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په  ټولیزه توگه  دا معنا لري:  
b

a

dxxqV )( 

 q(x) = [f(x)]²ادفي  د پروتقاطع تابع  د ژۍ تابع  مربع ده:په دې بېلگه کې تص

انتروال  کې د پروتقاطع تابع  سره انتیگرال کړو،   5تر 0تابع    له     f(x) = 3که موږ  

لاس ته راشي.   V = r²h = 45نو باید     459)( 5

0

5

0

 xdxxq 

 ټولګه              

ه وي، نودا ټاكلى اینتیګرال محور لاندې لور ت -xسطحې د منحني تلنه دy=f(x) كه د تابع 

تل مثبت مساحت لاس ته راوړو، نو  د اینتیګرال  لپاره چى د سطحې  به منفي وي. ددې

 مطلقه ارزښت نیسو یعني منفي اینتیګرال.

په ځنو پوښتنو کې د سطحې مساحت شمېرل کیږي، چې د دوه توابعو گرافونو ترمنځ 

کلو اینتگرالونو د کمښت  له لارې و پرته ده. دا ډول د سطحې مساحت کېدی شي د  ټا

محور پورته لور ته پراته وي،نو د لاندې شیما څخه -xشمېرل شي. که دواړه ګرافونه د  

 مخ ته ځو :

2A،1A ،A  

                                        21 AAA  

y=f 1 د منحنیو (x) او 2 y=f (x) 
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 پولو کې   تر منځ  پرتي  سطحې  مساحت په لاندې

y=f 1او پورې x=bتر  x=aله (x)  او
2 y=f (x) . 

په محور  په انتروال   xد لپاره، چې د سطحې په څرخېدنه    د یوه څرخېدونکي جسم

[a,b]    کې دf   تابع له گراف ، دx   له محور او له دواړو کرښوx = a   او x = b 

 ترمنځ   جوړیږي، رابنده وي. 

 د حجم  شمېرل په لاندې ډول دى: 



b

a

dxxfV 2))(( 

 دنهیپه محور څرخ yد 

گراف   تابع  f انتروال  د   [a,b]په محور(، چې په   yد یوې سطحې  په څرخېدنې ) د 

   y = f(x)له خوا رابند وي باید د     y = f(b)او   y = f(a)محور او د دواړو کرښو   y د

متمادي او غښتلي  fمعکوس تابع  ته . دا شتون لري، که     y)(1 − f=  x بڼه بدله شي و 

په ټوټو ټوټه    fیوغږیز وي. که نه) لکه په پورته شي شکل کې( نو شاید ممکن وي،چې 

په هغو کې چې   متمادي او غښتلى یوغږیز وي.  دا دلته منځ ته راغلي حجمونه بیا شي، 

 ځانله شمېرل کیږي او سره جمعه کیږي. 




))(,)((max

))(,)((min
))(( 21bfaf

bfaf
dyyfV  

 د څرخیدونكي بدن ډكى)حجم(: (  ۸.  ۵جمله  

 متمادي وي، د څرخیدونكي بدن حجم چى د سطحو y=f(x) كي دى[a,b]په اینتروال

y=f(x),y=0,x=a,x=b  داترمنځ ، راپی  كیږي داسى دۍ:

 

b

a

dxxfV
2

)( 
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 نځ تناسب:د توتې، غونډاري)کرې( او مخروط د حجمونو ترم

V)استوتنه(توتهV:  )غوندارى)کرهV : 3 =  :2  :1مخروط  

یوې کرښیزې ) خطي( تابع) د بېلگې په توگه   f(x) = mxپه محور د   xیو مخروط  د  

f(x) = 0,5x .( څرخېدنه)څرخون( ده 

په محور وڅرخول شي،  یو جسم چې لاس ته راځي،  چې موږ   yیا  xکه یوه منحني د  

سره  او  دا په   همداسې    نریو کترو یا زونونو ټوټه کوو،  د پنډوالي   دا جسم په

ورته نزدې توگه په استوانو بدلوو، نو په نزدې توگه لکه  د مخه د حجمونو لپاره لاندې بڼه 

 لاس ته راځي:

 په محور څرڅونه:  xد 
2

1

2

x

x

x dxyV   

په محور څرخونه: yد  
2

1

2

y

y

y dxxV   

)(22په محور د  xد  xrxf   ره منځ ته راځي)پورته د تابع   څرخېدنې څخه ک

 ننوتنې شکل.

دا تابع هم کېدى شي په گردو ټوټو ټوټه شي، پرته  غوڅوونکې تابع   یې   

q(x) = π[f(x)]²   .د دې ټوټو د انتیگرلولو له لارې دې بیا حجم وشمېرل شي.  ده 

 تمرینونه

 د بن

 

 میرۍسټیز انتیګرال د جدول په کارونه یا استعمال لاندې انتیګرالونه وش
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 ۍد بیرته په اکلي انتیګرال وروسته یې انتیګرال ونیس – ۲.  ۱

 

 لاندې ټاکلي انتیګرالونه وشمیرۍ  – ۳

 

 د بدلون یا سبستچیشن له لارې یې انتیګرال وشمیرۍ. – ۴
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 رۍلاندې ټاکلي انتیګرالونه وشمی
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 تمرینونه:نور د څپرکي 

پولینومونو او یوه اصلي پولینوم   کسري  لاندې نااصلي پولینومونه دې د یوه ټول    - ۱

                                    د جمعې په څېر ولیکل شي.  

 د جمعې په ځېر ولیکئپولینومونه  ېلاند  - ۲

3 2 4 2
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3 2 4
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 د لاندې  اصلي پولینومونو په ټوټه کسرونو ټوته ونه وکاروئ.  – ۳
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 د لاندې اصلي پولینومونو  په ټوټه کسرونو ټوټه ګونه ورکړئ. - ٤ 
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    .رکړئود لاندې پولینوم کسرونو په ټوټه کسرونو ټوټه کونه   - ٥
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 تابع لومړنۍ تابع ده.  fبع د تا Fو ښایئ، چې د  – ٦
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 تابع لومړني توابع دي.  fتوابع د همغه   Gاو  Fچې د    وښایئ،  - ۷
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 لاندې ناټاکلي انتیگرالونه پیداکړئ او ټیکوالى یې و ازمایۍ. – ۱۳
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  د لاندې ټاکلو انتیگرالونو ارزښت وشمېرئ – ۱٤
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 د لاندې ټاکلو انتیگرالونو  ارزښت وشمېرئ او ارزښتونه یې سره پرتله کوئ.  ۱۷

1 1 1 1

3 3 0 0

0 0

) 3 3 ) (1 ) (1 )

) sin sin

x xa dxund dx b e dx e dx

c xdx xdx
 

 

 

    

 

   

 

 

 هر دوه انتیگرالونه د یوه انتیگرال سره انځور کړئ.  –۱۷
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 ره  ارزښت تخمین کړئ.د لاندې ټاکلو انتیگرالونو لپا -۱۸
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 ارزښتونو لپاره لاندې انتیگرالونه ورکړشوي ارزښتونه لري؟  xد کومو   – ۱۹
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 لاندې انتیگراند توابع  ته د انتیگرال  توابع وټآکئ.   - ۲۰
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 د لومړني انتیگرال په استعمال  سره لاندې انتیگرالونه وشمېرئ.  - ۲۱

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

  

                                            ۸۹۷                                         رنید انتیګرالشم                                                         

           ---------------------------------------------------=====================-----------------------

--------   






.du)u1()o,dtttt)n,

)3t2(

dt
)m 2

1

2

2

 

 ه په بنسټیز اینتیګرال بدلون وروسته یي اینتیګرال ونیسۍ:د بیرت - ۲۲
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 لاندې ټاکلى اینتیگرالونه وشمیرۍ: --۲۳
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 د بدلون یا سیتیچیوشن قاعدې استعمال له لارې یي اینتیگرال وشمیري: -۲٤
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د بدلون له  11او  10د تر زیرنیوني فورمبدلون وروسته او په بنسټیز اینتیګرال  -۲٥

 لارې یي اینتیګرال وشیمرۍ

 

 

 

                                

  لاندې ټاکلۍ اینتیګرالونه وشمیري: -۲٦
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 لاندې ټوټه اینتیګرالونه  اینتیګرال کړي:  --۲۷
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 د ډاکتر ماخان شینواري لیکنې او ژباړې

 

 لیکنې:د ډاکتر ماخان شینواري چاپ شوې 

1988 Vienna (Austria): 

 لومړی:

H.K. Kaiser , M. Shinwari : Aproximation compact pological algebra : 

contributions to general algebra 6 ; Page 117 – 122 

7 Vienna (Austria):198 

 دویم:

Interpolation und Aproximation durch Polynime in Universalen  Algebren .  Diss . 

Uni. Wien  

Interpolation and Aproximation by Polynome in universal   Algebras,  Dissertation 

at the University of Vienna/Austria 

 

توري ودې ټولنه،،له لښتوټول کتابونه  په المان کې د ،، افغانستان کرپوهنې پیلاندې د شم

 خوا  چاپ شوي دي

2000 Bonn (Germany): 

نري، فزیک  او اقتصاد جره د انیرپوهنې برسیرپوهنې ستر کتاب :  د شمید شمدریم:   

مخونو کې چاپ  ۹۰۰کوونکو لپاره ) دا کتاب    په  لپاره ، همداسې  د ښوونکو او زده

 (ځنو ځایونو غزېدلې او ځنې ځایونه ترې لرې شوي دياو دا نوې لیکنه به یې  

2003 Bonn (Germany): 
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او کټې د کټې  –ګټې  رنه، دی، په سلو زرو کې شم ) هندسه(ځمککچپوهنهڅلورم:   

 کوي رنه  ، د اختمالوالي شمېرنه  کتاب  د ښوونځي ټولې اړټیاوې پورهیشم

2003 Bonn (Germany): 

 الجبرونه ) د الجبر بنسټونه دي(پنځم:    

2003 Bonn (Germany): 

 پښتو ډکشنري. –هنې    انګرېزي رپوید شمشپږم:  

2003 Bonn (Germany): 

 او پښتو الماني ډکشنري -رپوهنې الماني ـ پښتوید شماووم: 

Mathematical dictionary German/ Pashto and Pashto/German 

2003 Bonn (Germany): 

 شوی(  دۍ، ساده لیکل   دفرنڅیال برابرون  ) دا کتاب په دې څانګه کې یو پیل اتم:  

Differential equation Translation; An Introduction 

2003 Bonn (Germany):  

 ر پوهنې فرمولونو ټولګهید شمنهم: 

Mathematical  Formulas 

2003 Bonn (Germany): 

 رپوهنه له عربي په پښتویشم لسم:  

Bonn (Germany): 1997 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

  

              ۹۰۱                       رنینتیګرالشمد ا                                          

----------------------------------------------------------------------------------  

 د افغانستان په هکله سپینې خبرې:  په     المان  کېیوولسم: 

 ،،د افغانستان روغې او بیا ابادولو ټولنه،، له خو     

،،د افغانستان روغې او بیا د  کال دمخه ډاکتر ماخان شینواري ۲۰۰۰له    یادونه: .

  له خوا درې ساسي مجلې هم را وستلي. ابادولو ټولنه،،

 د ډاکتر ماخان ،،میږي،، شینواري لیکنې او ژباړې چې په چاپیدو یې پیل کیږي

2012  Bonn; Germany; Kabul Afghanistan 

 :ژباړې

 Prof. Brinkmann. (From Brinkmann.du.de)    : 

 لاندې د برینککن لیکنې چې له پرینمن ن ج څخه ژباړل شوي دي.

 شمیرپوهنه د ښوونځي لپاره   لومړی ټوک      - ۱

 شمیرپوهنه د ښوونځي لپاره      دویم ټوک – ۲

 شمیرپوهنه د ښوونځي لپاره      دریم ټوک – ۳

 ښوونځي لپارهد                 د احتمالوالي شمیرنه - ۴

 احصایه یا ستاتیستیک            دښوونځي لپاره – ۵

 

لاندې کتابونه د شتوتګارت د پوهنتون د استادانو د لکچرونو څخه چې د شتوتګارت 

 پوهنتون ن ج څخه خپاره شوي را ژباړل شوي.

  ۱انالیزی     – ۶

 ۲انالیزې    – ۷
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                                     رنید انتیګرالشم                              ۹۰۲            

----------------------------------------------------------------------------------   

 کرښیز الجبر  – ۸

 د شمیرپوهنې بنسټونه     - ۹

 د فرمولونو ټولګه  - ۱۰

 فنکشنل انالیز – ۱۱

 وکتور شمیرنه  – ۱۲

 نورې ژباړې

 څخه:کرښیز الجبر .grundstudium.info/linearealgebra/wwwله  – ۱۳  

۱۴ –   Georg Gutenbrunner  ګڼونپوهنه یا د اعدادو تیوري 

 زما لیکنې 

Bonn (Germany): 

رپوهنې ید شمدا کتاب :  د پوره تغیراتو سره دویم چاپ  رپوهنې ستر کتابید شم - ۱۵

  ره د یبرسبرخې 

پوره  ک  او اقتصاد لپاره ، همداسې  د ښوونکو او زدهکوونکو لپارهنري، فزیجان        

 ګټور دی. په 

  کتاب کې د اړتیا سره زیاتونه او کونه راغلې        

 ځمککچپوهنه  ) هندسه(  دویم چاپ د پوره تغیراتو سره  - ۱۶

 الجبر بنسټونه دویم چاپ له تغیراتو سره – ۱۷

 ډېرۍ پوهنه یا سټ تیوري  - ۱۸

 د شمیرپوهنې سم اند ) منطق ریاضي( – ۱۹
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             ۹۰۳                         رنید انتیګرالشم                                          

----------------------------------------------------------------------------------   

 د یو څو شمیرپوهانو ژوندلیک  - ۲۰

 د شمیر پوهنې ګډې وډې لیکنې – ۲۱

داهم ژباړه ده، خو لیکونکی یې متآسفانه راڅخه نابلد شوی: د مشتق او انتیګرال    -۲۲

 شمیرنو ته   تمرینونه او اوبیونې یا حلونه یې

 د شمیرپوهنې انګریزې پښتو او عربي + درې ډکشنري  – ۲۳

 د شمیرپوهنې پښتو انګرېزي ډکشنري – ۲۴

 ې پښتو ډکشنري د شمیرپوهنیزو وییونو په پښتو روښانه ونهد شمیرپوهن – ۲۵

د زړه له کومې) دا هغه لیکنې دي، چې ځنې یې په نړیول جالونو کې خپرې شوي   - ۲۶

 دي.(

 د افغانستان په هکله سپینې خبرې، چې وبه غزیږي. – ۲۷

 نوري لیکنې، چې په ژباړه یې پیل شوی، خو لا پوره نه دي

هنتون لکچرنوټونو څخه ، چې د شتوتګارت پوهنتون ن ج څخه د شتوتکارت پو   –

 خپریږي:

 د  ګروپونو تیوري 

 د ښوونځي لپاره فزیک د برینکمن لیکنه -

له پنځم ټولګي  څخه تر اومم ټولګې پورې ژباړل شوی ) دا چې زما دویم مسلک فزیک 

د شمیرپوهنې په -دی، دا لیکنې ژباړم. دا هم د دې لیکوال یوه ډېره ښه لیکنه ده، چې 

دلته هم زیات تمرینونه د حل  یا اوبیونې سره په کې راغلي او ماته زیات ګټور  -څیر

 برېشي( 
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 د لیکوال ژوند ته لنډه کتنه

 

ماخان په اولني نوم میږي شینواری د ارواښادې پستو او ارواښاد نوررحمان زوي په  

 ته سترګې راغړولي.؟  ه لمریز کې د شینوارو هسکه مینه کې دې نړۍ  ۱۳۲۰

د هسکې مینې د لومړنې ښوونځي )د لومړنیو زده کوونکو څخه ( څخه وروسته د 

پورې) ښوونځي له لومړي ټولګې پیل او د دویم  ۱۹۶۵تر   ۱۹۵۴رحمان بابا لیسه له 

 ټولګې څخه ګام او پای(.

ته سپتمبر څخه د اتریش برس، چې هل ۱۹۶۶تر سپتبر د کابل طب پوهنځی. له  ۱۹۶۶د 

 یې د شمیرپوهنې ډاکتري په پوره ستونځو تر لاسه کړه. 

د فبروري تر پای د دباندنیو چارو وزارت کې مامور. د  ۱۹۸۸ش ک تر  ۱۹۹۸۷د

جون پورې په بن کې د افغانستان جمهوریت سفارت  ۱۹۹۲مارچ  څخه تر  ۱۹۸۸

مارچ   ۲۰۰۸شارژد افیر) صفر نه وو(. له هغې وروسته  په جرمنې کې سیاسي پناه. له 

دسمبر پورې د  د ریاضي څانګه کې د پوهنې وزارت  درسي نساب کې  ۲۰۰۹څخه د 

 دنده.

کې له لرې د میرمن ښاپیرۍ سره واده شوی، چې د واده خبر  ۱۹۷۲ماخان میږي په 

 ز ک کې کوزده کړې وه. ۱۹۶۳ورته اتریش ته راغۍ. ده له میرمن ښاپیری سره په 

ز ک دوه بچیان وبخښل،  ۱۹۷۹ویانا  کې د مای په شلم  دوي ته لوي څښتن  په اتریش

چې څانګه او اباسین نومیږي. څانګه په المان کې د پوهنتون علمې همکاره وه او د 

 حقوقو ډاکتره ده او اباسین ملي اقتصاد او ټولنیزه سایکولوژي لوستلې.

ونو لیکلو اوو د څخه همدا د کتاب ۱۹ ۹۷ماخان شینواري بې کاره نه دی او لږ تر لږه له 

 ژباړې دنده یې په غاړه اخستې، چې خپل فکر د شونې پولې تازه وساتي.
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